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TEMA 9 - Sistemas Discretos

» Introduccion.

« Muestreo y reconstruccion.
- Teorema de muestreo.

» Aliasing vy filtrado.

» La transformada Z.
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Motivacion

Los sistemas tratados hasta el momento lo fueron dentro de una formulacién continua que
historicamente esta respaldada por su implementacion.

Las leyes de control eran realizadas a través de sub-sistemas de electronica analdgica,
(amplificadores operacionales) hidraulicos, (suspension hidro-neumatica) o electro-mecanicos
(motores CC, frenos magnéticos) que poseen evoluciéon continua.

Con caida de precios de la electrénica digital y de los procesadores, las leyes de control se pueden
realizar a través de programas almacenados en micro controladores que se comunican con el mundo
exterior a través de codigos digitales (numéricos).

El control moderno se efectua utilizando actuadores electro-mecanicos, hidraulicos, térmicos, etc.
cuya evolucion se describe a través de leyes en tiempo continuo, actuando sobre plantas que
también evolucionan de modo continuo, pero cuyas leyes de control se realizan a través de
ordenadores, micro-controladores, etc., que procesan datos en forma digital codificada (modo
discreto).

En este contexto se hacen necesarios elementos de interfase entre modos: continuo-discreto y
discreto-continuo.
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Esquema Tipico de Control Moderno
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Tecnologias Comparadas
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Elementos Esenciales en el Control Moderno
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Operadores Basicos en el Muestreo ST

RELOJ Elemento esencial que impone la cadencia de muestreo y
sincroniza los tiempos de entrada y salida en el procesador. De
modo general esta cadencia es fija y se conoce como periodo de
muestreo (7).

MUESTREO Colecta el valor instantaneo de la variable analégica que
esta siendo muestreada. La operacion de muestreo conlleva a
una perdida de informacion sobre la sefnal muestreada.

MANTENEDOR Mantiene el valor (constante) durante un periodo de
muestreo.

A/D Convierte una sefial analdgica (tension) en un valor digital base 2.

D/A Convierte un valor digital base 2 en una grandeza anal6gica
(tension).
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Senales Comparadas
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Las figuras arriba ilustran el proceso de muestreo con periodo de 7' = 0.1[s] (segunda figura de
izquierda a derecha) y la reconstruccion a través del mantenedor (tercera figura de izquierda a
derecha).
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Pérdida de Informacion

En el muestreo de sefiales puede ocurrir pérdida de informacion como puede observarse en el
ejemplo que sigue:

f(t) = 3cos(27t) + cos(207t + g)

efectuando muestreo con periodo 7" = 0.1 queda:

f(kT) = 3cos(0.2km) 4 cos(2km + g) = 3 cos(0.2km) + 0.5
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Pérdida de Informacion
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Teorema de Reconstruccion (Shannon)
-

Si las frecuencias que componen la sefal f(¢) son limitadas por la
frecuencia w,,, para que la reconstruccion de la sefial después del
muestreo no presente pérdida de informacion es necesario y
suficiente que el muestreo se efectue con una frecuencia w, que
obedezca la relacion

Ws 2 2w,

En la practica se utiliza

Wg = D W
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Operacion de Muestreo

La sefial f(¢) después de someterse a muestreo con cadencia 7" indicada por f(t)™ se transforma
en

k=oco
)= S FRT)S(t — kT)
k=0

donde §(t) es la funcién impulso. Transformando Laplace el conjunto, se obtiene
k=occ0
* * —sk
LIFT D)) = F*(s) = D> f(kT)e ="
k=0

llamando z = ¢*7 se puede representar también

k=co

F*(s)= Y  f(kT)z™" = Z[f(t)]
k=0
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Ejemplos de Transformadaz

La transformacion Z[f(t)] = F*(s) = Z’;igo f(kT)z~" se llama transformada Z de la funcion
f(t) con periodo T'. Supondremos que |z| > 1.

k=oco
—k VA
SO Pl —
k=0 z
k=oco y d k=oco y p
ZH1(t)] =T > ke "=-Tz— > 2z "=T :
= dz = (z—1)
y para e®?" < |z
k=oco k=oco p
ot aTk —k aT\k —k
2l 1@ = Y = > (e e S
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Propiedades Importantes dez

Zly £y = Zlpl x Zly,]
Zloy] = aZly]
Zlyp-n] = 27"Y(2)
Zlyesa] = 2"(V(2) = 2hz0 k)
Zlaky,] = Y(a1z)
limg oy = lim, o Y(2)
limy oo = 1lim, (1 —2z7H)Y(2)(?)

Vi(2)Ya(2) = Z[D o UsUn-k] = Z[y1 * Y2

(?)si (1 — 2z~ 1Y (2) notiene polos en |z| > 1
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Ecuaciones de Diferencias Lineales

Las ecuaciones de diferencias lineales tienen la estructura
Yk+1 + 1Yk + aoYr—1 = brur + bour—1

donde a1, ag, b1, bg son constantes. Aplicando la transformada Z a esta ecuacion y teniendo en
cuenta que:

(e @] O

Kk _
> wykgpz =20 yz = 2P Z(y)
k=0 §=0

(se utilizé la substitucion j = k + py se supusoque y; = Oparaj =0,1,---,5 —1
representando las condiciones iniciales de la ecuacion) obtendremos:

(z4+a1 + 2 1ag)Z(y) = (b1 + 2~ "bo)Z(u) (cc.ii nulas)

y entonces
Z(y) . blz_l + b02_2
Z(u) 14+a1z=!+agz=2
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Discretizacion de Operadores Diferenciales

La discretizacion de operadores diferenciales con periodo de muestreo T' constante, genera
ecuaciones de diferencias. La discretizacion de Euler conlleva a:

dy o YET) —y((k = DT) _ yr — yr—1
dt lt=kT T T

Para el sistema mecanico masa muelle rozamiento perturbado con la fuerza « y coordinada x
tendremos:

{mi+vi+ Kz =u} = {%(ﬂ% —2x,_1 +xK_2) + %(xk —xp-1) + Kzp = uk—l}

Para el controlador Pl tendremos:
j=k
{u(t) = kpe(t) + k; / e(T)dT} = S upt1 R kper + BT Y e
j=0

gue también puede ser representado como

Upt1 = ug +kp(ex —ex—1) + kiTey
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Resolucidon de Ecuaciones de Diferencias

Sea el problema de determinar la respuesta a escalon (muestreado) de la funcion de transferencia

biz !t + bz
Glz) = —2 2 F20% onT =1, a1 = —1.1, ap = 0.3, by = 1, by = 3,

Y{] z_l#—Sz_Q 1 z+ 3 z
Z| = —
1—1.1z2=14+032721— 21 22 —1.124+0.32z—-1

Expandiendo

Y[ ] 90 70 n 20
z| = — —
z — 0.6 z — 0.5 z—1

anti-transformando con condiciones iniciales nulas

90z 70z 20z
Z—l — —Z_l —1 Z—l —1 Z—l —1
[v] {z z—0.6} + * o5 T SR

S et —k) =—90> e F5(t—k+1)+70 e*2 5t —k+1)+20> 6(t—k+1)
k=0 k=0 k=0 k=0

con a; = —0.51, a2 = —0.69
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Resolucidon de Ecuaciones de Diferencias
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Reconstruccion

Sea la funcion I1(t) = 1(¢) — 1(¢t — T'). La sefal de f(t) reconstruida a partir del muestreo con
periodo T puede ser formulada como

k=o0
H (1) = f(t) = Y f(RTI(t — kT)
k=0
gue transformando Laplace
k=oco 1 —sT k=oco

LIF(t)] = Z FRT)L[TI(t)]e™**T =

=0

— € Z f(ij)e_SkT
o k=0

arreglando los términos se llega a

k=oco
LIF@®)] = fO)L(®) + > [f(RT) = f((k = D)T)]1(t — kT)
k=1
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Evaluacion de F*(s)

k=o0
Seadr(t) = »  &(t — kT). Se verifica:
k=0

fr@) =0or () f(t) . LIfT ()] = Ar(s) * F(s) = F (s)

donde
1
A — 1 —sT —2sT R —
T () +e +e + PR
Se puede llegar a las expresiones equivalentes
k=occ0
F*(s) = > f(kT)e *®
k=0 .
F*(s) = Z {reszduos de F'(\) Yy }
polos F ()
k=oc0
1 0
F*(s) = T ZF(S—ijwS)—I—%

k=0
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Evaluacion deF*(s) - Ejemplo

Determinar F'*(s) siendo que:

F(s) :
s) =
(s+ 1)(s +2)
F\) 1 B 1
1—eTGE=2 A4+ 1DA+2)1 —eTE=N)
. 1
F*(s) = Z {reszduos de F(\) P }
polos F' () 1—e
= Z {residuos de ( ! ) ! }
polos F () (A—l_ 1)(>\+2) 1= 6_T(S_>‘)

1 1
(+2)(1— e TE2) ‘1>\_—1 T T D e TGy ‘A:—Q

1 — e—T(s+1) 1 _ ¢—T(s+2)
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Evaluacion deF*(s) - Ejemplo

Determinar F'*(s) siendo que:

__ Bk _ B
F(S)_ (82—'_62) o (5_]B)(S—|—j/3)
F*(s) = Z {residuos de } P
polos F'(X) (>‘ - Jﬁ)(A + ]6)(1 — 6_T(5_>\))

B
(1>\ +3B8)(1 N e~ T(s=A)) >\=j61+ A —j3B)(1 —e=TG=N)Ix=—jp

2_j (1 — e 8T eiBT 1 — e sTe—3dBT
e T sin(BT)
1 —2e= 3T cos(BT) + e—2Ts
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Relacion entre el planoz y el plano s

Unavez que f*(t) C f(t) se puede afirmar que si f(t) es una respuesta estable de un sistema
lineal, f*(t) lo sera también de un sistema muestreado lineal estable. Los sistemas estables en el

plano s poseen sus polos en C ™. Utilizando la transformacion z = e*? se concluye que los

sistemas muestreados estables deberan tener sus polos ubicados en |z| < 1. La representacion de
z es periodica pues
s=o0+ jw = z=e%" %"

2
siendo el periodo fijado por: w, = %
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