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TEMA 6: Analisis en frecuencia de sist. contin e

o
|

® Respuesta en frecuencia - Formas de representacion.

® Especificaciones en frecuencia.

® Criterio de Nyquist - Graficas de Nyquist.

* Estabilidad - Margenes de fase y ganancia.
® Criterio de Bode - Graficas de Bode.

® Graficas de Nichols.
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Descripcion en Frecuencia

Los sistemas lineales se pueden describir a través de su
respuesta en frecuencia. Supongamos un sistema lineal
estable G, (s) estimulado por una sefal sinusoidal de
amplitud unitaria.

W Ny(s) w n(s) s+ ¢

Y — G = o
(5) p(5) 24+ w?  Dy(s)s?+w?  Dy(s) i 5% 4 w?
efectuando la expansion por el denominador de Y (s)
tendremos:

L A B
Y(s) =Y, Y. = {transitorio : :
(5) = Yu(s) + Yo (s) = { iy
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Descripcion en Frecuencia

En regimen permanente tendremos:

Yrp.(s) = S—fjw + S—ij
donde
A= g (54 )Y () = 20
B = linp (s - )Y (s) = 2422
e (1) = 55 (Golw)e™ = Gyl—jw)e™") = Yo sin(wt + )
pues

G,(jw) = |Gp(jw)|e?“Crliw) =y, ei¥e
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Descripcion en Frecuencia

A guisa de ejemplo se puede calcular el médulo y fase resultantes de la sefial
w(t) = sin(t)1(¢t)

aplicada a la planta
1

s+1

Gp(s) =

Efectuando los calculos del régimen permanente tendremos.

1
Gp(jw = @ —
Gyljw) = —— = { 19U 1
Jw + LGp(jw) = —arctan(w)

Como w = 1 obtendremos finalmente:
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Descripcion en Frecuencia

Y, = ‘Gp(jw)‘

Y, = ZGit?(j"‘))
dada una secuencia de senales sinusoidales de amplitud unitaria y
con pulsaciones {wi,ws, - -+ ,wy } aplicadas a una planta lineal con

funcion de transferencia G, (s) podremos elaborar una tabla

w | |Gp(jw)|  £Gp(jw)
w1 Y, 1
wo Y (5

W Y (0
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Respuesta en frecuencia (Polar)

con los puntos obtenidos experimental-

mente se puede construir la grafica po- {Ys, Y5
lar {Ys, 6}

Y 7170
Gp(jw), {w1 <w <wr} el {Y7,47}

conforme veremos, esta grafica constru-
ida en lazo abierto, sirve para carac- Vs, ¥3
terizar el comportamiento de la planta

en lazo cerrado, con un controlador pro-

porcional. Esta grafica construida ex- {Ya, 12}
perimentalmente sirve para describir las
caracteristicas dinAmicas de la planta
desconocida y substituye en este caso
la funcién de transferencia teorica.

{Y1,¢91}
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Respuesta en frecuencia (cartesiana)

Los puntos colectados por el proceso de senales sinusoidales puede representarse en
una grafica cartesiana

Gp(3w)l

|Gp(Jwr)]

w
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Especificaciones en frecuencia

® Pico de resonancia M, es el valor maximo de |Gy (jw)]
® Frecuencia de resonancia w, es la frecuencia en la que ocurre el pico de
resonancia.

® El ancho de banda de una funcién de transferencia se calcula teniendo como base
el punto en que el médulo |G, (jw)| vale 1/+/2 de su valor G, (0).

\/
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Aplicacion al par de polos

Sea G(s) = , haciendo s = jw y calculando

2
(i) 4 (i) +1
W, Wy,

modulo y fase

G(w)| = — :
\ (1— (/:; ) +4\<2 (w%)
/G(jw) = —tan~! N <°‘:”>2
- (w—) /
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Aplicacion al par de polos

'

Pico de resonancia:

d 1
a . _ , . :Mr _ = Wy, 1 —92 2
dw\G(Jw)l OérggX\G(Jw)l N W = WpV/ ¢
Ancho de banda:
Gjw)| = — ;»BW:wn\/1_2<2+\/1+(1—242)2
V2
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Resonancia (Par de polos)

'

El par de polos G(s) =

, ofrece las gréaficas de mddulo en

funcion de ¢ conforme figura.

6

5/
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Harry Nyquist 1889-1976

Nacio en Suecia emigrando para los Es-
tados Unidos de America. Trabajo en
la explicacion cuantitativa del ruido tér-
mico en las comunicaciones, invento el
sistema de transmisién de banda later-
al vestigial (TV). Quedo célebre por su
famoso diagrama de estabilidad.
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Teorema de Nyquist - Preliminares

Sean dos ceros: z; interior a la region
definida por I' y z. exterior a esta misma
region. Si s efectua un recorrido com-
pleto sobre I' en el sentido anti-horario,
las variaciones angulares percibidas en
ambos casos seran:

LF(S—FZ?;) = 27
Zr(s+z2.) = 0

Ya si fuesen polos tendriamos:

Lr{l/(s+z); = —2m
Zr{l/(s+ze)y = 0
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Teorema de Nyquist - Preliminares

Variacion de p, (')

Sea un polinomio dado por p,(s) y I' una curva cerrada en
el plano complejo. La variacion angular sufrida por p,(s)
cuando s € I' efectua un recorrido completo en el sentido
anti-horario, sera igual a 27n; donde n; es el numero de
raices de p,(s) =0 internas a I'.

ern(S) = 27n;
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Teorema de Nyquist - Preliminares

Variacion de G,(I') =

Sea G,(s) = N,(s)/D,(s) y I" una curva cerrada en el
plano complejo. La variacion angular sufrida por G,(s)
cuando s € I' efectua un recorrido completo en el sentido
anti-horario, sera igual a 27 (z; — p;) donde z; es el nUmero
de ceros y p; el numero de polos de G,(s) interiores aT.

erp(S) = 2m(z; — pi)
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Teorema de Nyquist - Preliminares

Sea F'(s) = G(s) + v, donde ~ es una constante y I' una
curva cerrada. Si la grafica de F(I") envuelve el origen de
coordinadas, entonces G(I') envuelve el punto —~.

FI)=GT)+~ .. GI)=FT) -~

La constante v equivale a una traslacion en la grafica de
G(T).
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Teorema de Nyquist - Preliminares

S
r
Sea I" definida de acuerdo con:
( jw {r <w< R}
jRe??  {0< ¢ <7}
I'= ¢ R
—jw {r <w< R}
| jrei® {0< ¢ <) O r
haciendo R — ooy r — € > 0, :(\r

I' cubrira todo el semi-plano comple-
jo positivo, menos el origen de coordi-
nadas.
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Teorema de Nyquist

Dada
F(s) =14 k.Gp(s)
si F'(s) presenta una fraccion polinomial cuyo numerador es estable, la
. , 1 . . .
grafica de G, (I") envolvera el punto —— en el sentido anti horario n;

ke
veces, donde n; es el numero de polos inestables en G, (s)

Este criterio se aplica también a funciones de trans-
ferencia irracionales o con retardos

La grafica de k.G, (s) = F'(s) — 1 rodeara el punto —1 del eje real, n;
veces en el sentido anti-horario.
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Teorema de Nyquist - Implicaciones - |

Sea G.(s) = k.G4(s) con Gy(s) estable. (si G4(s) = 1 contr.
proporcional )

Si G,(s) es estable en lazo abierto, para tener
estabilidad en lazo cerrado es necesario y suficiente
que G,(I')G4(T") no envuelva al punto —1/k...

Si G,(s) es inestable en lazo abierto, con p; polos
Inestables, para que el lazo cerrado sea estable es
necesario y suficiente que no haya cancelaciones
inestables y que G,(I")G4(I') envuelva p; veces el
punto —1/k. en el sentido anti-horario.
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Teorema de Nyquist - Implicaciones - |l

Sea G.(s) = k.G4(s) con Gy(s) estable. (si G4(s) = 1 contr.
proporcional )

Si G,(s) es estable en lazo abierto, para tener
estabilidad en lazo cerrado es necesario y suficiente
que k.G,(I')G4(I') no envuelva al punto —1.

Si G,(s) es inestable en lazo abierto, con p; polos
Inestables, para que el lazo cerrado sea estable es
necesario y suficiente que no haya cancelaciones
inestables y que k.G ,(I')G4(I") envuelva p; veces el
punto —1 en el sentido anti-horario.
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Teorema de Nyquist - Implicaciones - |

Otra lectura:

Sea G.(s) = k.G4(s) estable. (si G4(s) = 1 contr. proporcional )

@ La gréfica de Nyquist de k.G 4(T")G,, (T") describira un total de N vueltas circundando el
punto —1 + 0j. Si esta(s) vuelta(s) se efectua(n) en el sentido anti-horario, N se
caracterizara como positivo. Si esta(s) vuelta(s) se efectua(n) en el sentido horario, N sera
negativo y si finalmente no se realizan vueltas entonces N = 0.

® Elnamero de vueltas N es igual al nimero de polos de 1 + k.G 4(s)Gy(s) = 0 situados en
el semiplano derecho (P,), menos el nimero de ceros de 1 + k.G 4(s)Gp(s) = 0 situados
en el mismo semiplano (Z,.), o sea:

N=P, —Z,

@ El nimero de polos P, viene a ser el nimero de polos inestables de la planta Gp(s)yes
conaocido.

® Para que la planta sea estable en lazo cerrado es necesario que Z,. = 0 de donde se
concluye que para los sistemas estables en lazo cerrado debe valer

N = P,
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Estabilidad relativa - Margenes

En el proyecto de sistemas de control se necesita saber
con qué margenes de estabilidad se trabaja.

Estos margenes deben dar una idea cuantitativa de cuan
lejos esta el punto operativo del limite de estabilidad. Con
este proposito se definen dos medidas asociadas a la
distancia del punto de estabilidad critica —1 en relacion a
la curva k.G,(I"), y son:

Margen de ganancia M.

Margen de fase M F'.
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Margenes de ganancia y fase

Los margenes se definen de acuerdo a:
MG 201 ( L )
= 0g10 ;

|kcGp(jwg)
MF = ¢

El MG marca la ganancia adicional en
decibelios que llevaria el lazo cerrado a
la estabilidad critica.

El M F mide el retardo puro que deberia -
agregarse para alcanzar la condicion de
estabilidad critica.

keGp(jwe)e ™% = —1
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Hendrik Wade Bode 1905-1982

Natural de Estados Unidos de Améri-
ca, trabajo en filtros eléctricos siendo
hoy considerada clasica su obra Net-
work Analysis and Feedback Amplifier
Design. Trabajo posteriormente durante
la 2% guerra mundial en sistemas balis-
ticos de misiles y comunicaciones en
general.
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Graficas de Bode

Las graficas de Bode se construyen teniendo como base una
transformacion logaritmica efectuada sobre la funcidon compleja

Gp(jw)-
Gp(jw) = |Gp(jw)|ef“Crle)
log(Gp(jw)) — log\Gp(jwﬂ +j4Gp(jw)

Las graficas de Bode presentan 20 log4(|Gp(jw)|) Y £LGp(jw)® bajo el
mismo eje de abscisas log;,w. Se cambia el log natural por el log,, lo
gue equivale a un escalado constante en la escala logaritmica, y se utiliza
el factor 20 para que las gréaficas aparezcan en dB que es una medida
utilizada histéricamente para la relacion sefal-ruido. La fase es medida
en grados. El eje de abscisas se divide en décadas. Las gréaficas de Bode
y polar, poseen relacion biunivoca para sistemas de fase minima.
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Fase Minima

Una funcién de transferencia se dice de fase minima cuando todos sus ceros estan ubicados en C™.

Bode Diagram

[ R
e

G(s)

Magnitude (dB)

0.5

450 |- : : i
360

270

Phase (deg)

10 10 10 10°
Frequency (rad/sec)

Todas las posibles realizaciones de G(jw) presentan el mismo moédulo. Las fases son distintas y
numerador (s + 2)(s + 5)(s + 20) origina la fase minima (en linea gruesa).
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Graficas de Bode

Para representar las graficas de Bode es conveniente llevar G, (s) a

una forma normalizada. Sea una G, (s) tipica.

Gols) = o T 2 (5 4 2us )
PO T eI, (s + pO)ITL [52 + 2G,w,s + w2

e I8/ DIRZ [(s/w)? + 2Gk(s/wi) + 1]
P2, (s/p+ DI [(s/w,)? + 26,(s/wy) + 1]

m1 o, M2 , ,2
K - /f Hi:lzsz:1wk
p pHn2 Hn3 w2
=1 P, Wy

conm=mq+2mog, n=n1+n9+2n3, n>m
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Graficas de Bode

Haciendo ahora s = jw tendremos:

L (jw/z + 1) T2 1 — (w/wk)? + 2¢k) (w/wk)]

Gp W - P, . n . n .
) (Gu)mt M2, (o /pr+ 1) T2, 1 — (w/wy)? + 205 (w/wy)]
| (@207 + 122/ (1= (w/wk)?)? + 4¢3 (w/wi)?
Gp(Jw)l = p no 2 n3 2)2 2 2
w™l Hl:l\/(w/pl) + 1 HI/:l \/(1 o (w/wV) ) + 4CV(CU/CU;/)
. m -1, % o2 _ 2CkW/wk T
_ 1,9 0t o T
LGp(Jw) = Zizll tan (Zz) +,§_:1 ta (1 — (w/wk)? 15
n 2¢Cw/wy
— 2=y tan” 1(_)_Zta o 1—(w/wy)2
K - I lzZH 2w
p p H 2 leV: 2
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Graficas de Bode

Finalmente

1 w
log |Gy (jw)| = logKp + > 10g[(;)2 + 1]
.:1 A

7

53 10gl(1 — (w/wr)®)? + 42 (w/wr)?]
k=1

1 2 w
—nylogw — = log[(—)? + 1]
2 P

n3
_% Z log[(1 — (w/wu)Q)z + 443(60/%)2]

2Ckw/wk o
1 — (w/wk)?

£Gp(jw)° ¥ fran = ()]0 + Y [tan
¢ k=1
—n190° — Y12 [tan~ 1 (=)]°

2 /pl
. ns an—L vW /Wy o
Zy:l[t (1 _ (W/WV)Q )]

Teoria del Control— p. 30/46



Graficas de Bode

Las gréaficas de Bode pueden representarse a través de la suma de términos del tipo:

20logqo Kp

1

:I:_
w

20 lOglo [(_)2 ‘|' 1] 2
o

20logyo |Gp(jw)| = 4 —20n1 log g w

1
2 ii
W W
20 log [(1 — (—)2) +4C<%(—)2]
\ Wo Wo
( +tan—1(—)
Wo o
| 260(2)
LGp(jw)® = < +tan—! (5}02
1—(—)
Wo
\ —n190°
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Gréficas de Bode (i +1)

45

0.lwo we 10w

N | =
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Gréficas de Bode (i +1)1

-25

-45 |-

0lwo — wo  10we
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Graficas de Bode (1)

nl p— 3 60 T
ny = 2w | |
nl — 120 : 4
0_ -
20
_40k
-60
T
nt =1
90
135 |- n
ny =2
-180
225 | =
ny =3
-270 _
|
101 100 101
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Graficas de Bode <i)2+2g<i) ‘1

| o
01/ 20 10g10(2<o)

Teoria del Control- p. 35/46



Graficas de Bode <i)2+2g<i) ‘1

O ' B /\' — —920 loglo(fZCo)
: |

” —40d

- dec

]_OUJQ
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Graficas de Bode (iO)Qm(io) ‘1

Influencia del parametro ¢

7180*0.1wol - wo | S 10wo




Graficas de Bode - Polos y Ceros inestables

Los polos y ceros ubicados en el semi-plano positivo (inestables) poseen el mismo modulo de sus
simétricos ubicados en el semi-plano izquierdo. La fase es distinta y para calcularla es suficiente
recordarse de la variacion reflejada en la figura. Para el cero z y el polo p se tiene:

s
> ¢ > =
< ¢, < n
—_— 7'(' —_——
ct ™ T
. 2 )
JW e
........................ b
gb..f?.. .............................. "
N
j O R
.
z p
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Graficas de Bode - Polos y Ceros inestables

'

107 10™ 10° 10" 10°

107 10” 10° 10" 10°
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Ejemplo - Representacion de Bode

Hagamos la representacion de Bode para G (s) con ¢ = 0.2, w, = 100.

109(s + 1)
GP(S) — 2 2
s(s 4+ 10) (s? 4+ 2¢wn s + w2)
normalizacion
( 106 ) (s 1)
S
10w2
Gp(s) =

2
s(s/10 4 1) (i) toc2 4 1)
w
llegamos pues a

K(s+1)

s(s/10 + 1) ((i)Q +2<£ + 1)

Gp(s) =

con K =10
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Ejempl

40

20

-90 —

0 - Componentes

comp. de |G, (jw)|dB

1/
wiz /(8% /wit +2Cs/wn + 1)

i\

|
100

O . 1 l loglo w

—_ 2 J(52 w2 TgCs fwm + 1)

W 0g10
Z1/s

-180 —+
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Ejemplo - Suma
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Ejemplo - Traslacion

|Gp(jw)|dB
40 4
20
loggw
0 | | |
0.1 1 10 100
4Gp(jw)
0
loglob
-90 —
-180 —
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Nyquist x Bode

50

—20 logio a|

20

()= TG
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|dentificacidon - Bode

Si la funcion G (s) es de fase minima es suficiente el moédulo para identificarla

14 14 1
uzggggs/ 0+

@)= 556 T 2256610

Bode Diagram

Magnitude (dB)

Frequency (rad/sec)
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Magnitude (dB)

-20

-40

-60

-80
10

A0 NS i

20_,,,,,:,,,:,,;,::::,:,E,,,,,,’

|dentificacidon - Bode

Bode Diagram

-
L Lem®T L
-
-
-

-
-
[ p—— -
g d Bl . .

S

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

STV A N

{201log o K ~ 28, w1 & 5, w2 =~ 130} = Gp(s)

25(s/130 4+ 1)

s(s/5+1)
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