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TEMA 7 - Compensacion.

® Objetivos de control.

* Estabilidad y Prestaciones.

¢ Seguimiento a Consigna

® Rechazo de Perturbaciones

¢ Compensaciones tipicas: PD, PI, PID.

® Compensaciones tipicas: redes de adelanto, atraso y
atraso-adelanto

® Compensacion por realimentacion de estado.
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Objetivos de Control

El establecimiento del lazo cerrado como paradigma de realimentacion se debe a las
caracteristicas muy superiores de este arreglo, cuando comparado con la operacion de
sistemas en lazo abierto. Como prestaciones basicas deseadas en la estructura en lazo
cerrado se pueden citar:

1. Seguimiento de sefnales de referencia.

2. Rechazo de perturbaciones externas.

3. Comportamiento insensible a variaciones en la planta.
4

Rechazo de errores de medida.
El arreglo de lazo cerrado cuyos elementos parametrizables son: CONTROLADOR y
PRE-FILTRO debe proporcionar en el mejor grado posible, prestaciones adecuadas ( de

compromiso ) asi como el mantenimiento de la siempre esencial ESTABILIDAD DE
LAZO CERRADO.
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Objetivos de Control

'
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Objetivos de Control

A ‘
Qr Q0

Supondremos que 2, <K 2, donde:
¢ Q. =rango de frecuencias de la sefial de referencia.

¢ Q, =rango de frecuencias del ruido de medida.

Segun la formaciéon de Y (jw)
Para w € €2, debemos obtener Y (jw) = Y, (jw) 0seaque |G, (§Q2-)G (1) > 1
Para w € 2, debemos obtener Y (jw) ~ 00 seaque |G, (j2:,)Gc(52)] K 1

Segun la formacion de E(jw)
Se desea que paraw € 2, UQ, setenga |G, (jw)Gc(jw)| > 1

Conforme se puede constatar es necesario efectuar un compromiso en la eleccion de G (s)
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Especificaciones de Disefno
|

Las especificaciones de disefo pueden formularse en el tiempo o en frecuencia.
También pueden exigirse especificaciones en ambos dominios. Las especificaciones
temporales normalmente se relacionan con la respuesta del lazo cerrado a escalon y

son:
® Error en régimen permanente a entradas tipo. (e(co))
¢ Sobreoscilacion maxima permitida.(SO)
¢ Tiempo de asentamiento. (tq)
¢ Tiempo de subida (t,) y tiempo de pico (¢p).

Ya las especificaciones en frecuencia se piden sobre el lazo abierto y cerrado y son:
¢ Lazo abierto

¢ Margen de fase. (M F)
¢ Margen de ganancia. (M Q)

¢ Lazo cerrado
¢ Ancho de banda. (BW)
¢ Pico de resonancia y frecuencia de resonancia. (M, w;)
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Introduccidn a la Compensacion

Ante la imposibilidad de obtener estabilidad de lazo
cerrado a travées de compensadores proporcionales se
iIncluye una gama dinamica en el compensador para asi
modelar el comportamiento en lazo cerrado del conjunto
planta-compensador, asegurandose estabilidad y
prestaciones. La estructura de los compensadores aqui
tratados sera pues:

Ge(s) = kGy(s)

Para el controlador proporcional tendremos: G4(s) = 1
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Introduccidn a la Compensacion

De acuerdo con su comportamiento en una gama de frecuencias determinada, los
compensadores basicos se clasifican como:

¢ Adelantadores de fase: Proporcionan fase positiva en un rango determinado de
frecuencias.

s/z+1
s/p+1

Gd(s):{ : 0<z<p,PD(s),p>>z,p—>oo}

@ Atrasadores de fase: Proporcionan fase negativa en un rango determinado de
frecuencias.

s/z+1
s/p+1

Gd<s>={ ,o<p<z,PI<s>,z>>pﬁo}

¢ Atrasadores-Adelantadores: Proporcionan fase negativa y luego positiva en un
determinado rango de frecuencias.

s/z1+1 s/z2+ 1
Gu(s) =4 (22272 (222272 < PID
d(s) {(s/p1+1> (S/p2_|_1) <p1<z1S22<p2 (8)}
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PD(s)

El PD(s) = K, + K4s 0 adelantador puro, sirve para inyectar atenuacion en los sistemas en que
se aplica. Comparando las compensaciones con K4 = 0, K4 > 0 conforme figura tendremos:

Y, 5 y

w
K K o -
p T Kgs > 2 T 2Cams + o2 >

(K, + Kgs)w? Y

G — —_—
(s) s2 + (2¢wy + w2 Kq)s + w2 K, Y,

CoG A (2€Cwn Wi Ka)y + wh Kpy = wi Katr + wa Kpyr, (Kq > 0)
y + QCwny + Wipr - wiprra (Kd - O)

¢pD 14 wn Kq
¢ 2¢

Observar que la atenuacion con PD ({p p) puede ser mucho mayor que sin PD (¢)
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PD(s)

El proceso tiene la misma estructura que el presentado en la figura.

x

T

K
F

— AW~

/T

NSNS

1%
cuyo modelo mecanico viene dado por
Mi+iv 4 K —F:>"—|—V'—|—K—1
X vV r = X MCE MCE = Mu
‘|‘C . + 2 1
x Wn T W, r= —Uu
" M
K v te te .. .,

donde w,, =/ —Yy( = Para K = C*, M = C*°, { = A\v (disipacion)

M vMK
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PD(s)

La figura presenta la respuesta a escalon de la planta G.(s)Gp(s) en lazo cerrado, para
diversos valores de K.

Step Response
1.6 T T

1.4

1.2

Amplitude
o
oo

CGe(s) =14 Kys

0.6 -
: 1
Gp(s) =
p

04 | - s2404s+1 | =
0.2 ’ -

0 \ \ \ \

0 5 10 15 20 25 30

Time (sec)
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Relaciones Utiles

8 R N
S0 _ e~ tan 6 o 7
1 20
to« = —log ( )
« cos 6
t, = i ¢ = sin(0) H
P B
Wn
1 (20\/103;2 So+w2)
a = —log
a T <
<log SO) @
6 = —arctan
T

log es el logaritmo natural cuya base es e
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Compensacion de Respuesta a Escalon

Este es un tema tipico de compensacion utilizando la ubicaciéon de um par de polos
dominantes en lazo cerrado, de acuerdo con la respuesta a escalon requerida. El L. R.
Nnos proporciona soporte para elaborar técnicas de compensacion intuitivas con clara
explicacion geomeétrica. Un procedimiento tipico de compensacion seria:

1. Establecer la localizacion del par de polos de lazo cerrado deseados.

2. Verificar si esta ubicacion pertenece al L. R. de la planta. La localizacion se
efectla calculando el aporte de fase necesario.

Aporte de fase nulo = par de polos de lazo cerrado € L. R. siendo suficiente
por tanto, un controlador proporcional.

Aporte de fase positivo = se necesita la contribucion de un adelantador. (PD,
PID, red de adelanto)

Aporte de fase negativo = se necesita la contribucion de un atrasador. (PI,
PID, red de retardo)

3. Una vez establecido el tipo de compensador se procede a su dimensionamiento.

4. Finalmente se limpian los ceros y polos indeseables de lazo cerrado a traves de la
incorporacion de un pre-filtro
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Compensacion de Respuesta a Escalon

En este tipo de compensacion temporal se busca que el lazo cerrado tenga una
respuesta especificada (SO, t,) a una referencia en escalon. Para tanto, la funcion de
transferencia de lazo cerrado (G;.) debe comportarse siguiendo el paradigma:

4 Oé2 _|_ 2
(8 n a)2’6_|_ BQ SO — e~ tan 0
Gie = 1 2 {(a, B) & (wn, ()} & 20
Wn ta = lo e (8%
L 82 4+ 2Cwn s + w32 cos ¢

Normalmente G;. no sigue este paradigma, siendo necesaria la contribucion de un

pre-filtro G ¢ que limpie la funcion G de los ceros y polos en exceso, indeseables. A
n(s)

((s + a)? + B2)d(s)

donde n(s) es el polinomio que contiene el exceso de ceros y d(s) el exceso de polos.

El pre-filtro se obtendra entonces como sigue:

guisa de ejemplo, supongamos que la (G;. obtenida es G;. =

B n(s) d()(a2 +2)\ a2+ d(s)(? + B2)
GieGr = <<<s+a>2 +52>d<s>> ( n(3) ) “Grar1m YT T
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Condiciones de Pertenencia al L. R.

Para que s; € C pertenezca al Lugar de Raices (L. R.) de GG(s) es necesario y

suficiente que se verifique:
G(sa)] = 1
ZG(Sd) = =47

Sea G(s) = G¢(s)Gp(s) donde Gy (s) es la plantay G.(s) el compensador. Para que

sq € L. R. debe cumplirse:

Gelsa)] = 1/1Gp(sa)l
AGC(SCZ) — :E?T—ZGp(Sd)

El signo en +7 se escoge tal que Z/G.(sq4) tenga el menor valor absoluto.
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PD(s)— Ejemplo

1
La planta G, (s) = m debe ser compensada de modo que en lazo cerrado
S\ S
ofrezca una respuesta a escalon con las caracteristicas: SO ~ 5.5%, t, ~ 1.13 [3].

Utilizando las relaciones adecuadas llegamos a: a ~ 3, 6 ~ 43°

Root Locus

6 T
o 0.58 044 03 0.14

08 4]

2
092
£

maginary A;
N
>

0.98

Real Axis
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PD(s)— Ejemplo

Para que el LR pase por el punto s; es necesario que se cumpla la condicion de fase

L{PD(sq)Gp(sq)} = *m = ¢ — (91 + P2) = ¢ = (¢1 + ¢2) =7

Para obtener la ganancia se utiliza la condicion de modulo

Kq|PD(sq4)Gp(sa)| =1 = Kq=llz2/l- =4
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PD(s)— Ejemplo

Podemos observar las respuestas comparadas

~

» | Compensado

Step Response

Amplitude
o
(=]

Sin compensar

0.2

y el compensador resulta PD(s) = 20 + 4s. La diferencia observada entre las
especificaciones y el resultado se deben a la presencia del cero en el numerador
(s +5).
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PD(s)— Ejemplo

Podemos observar las respuestas comparadas

Step Response
1.4 T T T T

Sin pre filtro

Amplitude
o
o]
T
!

o
)
T

|

o4 Con prefiltro G¢(s) = i - ]
S

0 | L I | | l
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Time (sec)
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PD(s)— Ejemplo

La estructura final del controlador con pre filtro queda:
Yr 5 1 ’
—Pp 20+4s ——P» ——  —1+P»
S _|_ 5 S(S —|— 2)

gue en lazo cerrado posee la funcion de transferencia

Y 5 4s+20 20
54+ 5524+65+20 s2 465420

Yy
( w%
s + 2¢wn s + w2
con estructura Gj. =
( (s+a)2+ 62
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PD(s)— Ejemplo (Frecuencia)

1000 .
Sea ahora la tarea de compensar la planta G, (s) = m de modo que la frecuencia de corte
S\ S

w. > 30 [rad/s] y el margen de fase M F; > 45°. El margen de fase actual es M F, ~ 20°.

100 [ S A A T T T
o [Gp(jw)las SRR I B8 S

60

40— -

20 -

-20 -

.40 +

-60 - -

-80 |-

-45

-90

485 [t ;

180 v L ; S
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PD(s)— Ejemplo (Frecuencia)

El compensador viene dado por PD(s) = 1 4+ s/100

100

8

o

GG

20 -

-20

40 -

_60 .

_80 .

45 -

-90

-135

-180
10
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PD(s)— Ejemplo (Frecuencia)

Podemos observar sin compensar y compensado

Step Response
1.8 T

16

14

12

[N
T

Amplitude

o
©

0.6 - .

0.4 .

0.2 .

0 | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Time (sec)
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Adelantador (Tiempo)

El adelantador
Gc (S) — k

, P>z
cS—'—p

posee fase positiva en todo el plano complejo. v = 8 — a > 0.

LGe(ss) =2L(sq+2) — ZL(sq+p) =0 —«
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Adelantador — Ejemplo (Tiempo)

La planta G, (s) = (inestable) debe ser compensada de modo que en lazo
S

1
(s —1)
cerrado ofrezca una respuesta a escalon con las caracteristicas: SO ~ 10%, t, =~ 4 [S].
Utilizando las relaciones

SO — —mtan 0

e

1 ( 20 )
ta — — ].Og

o cos 6

llegamos a: « =~ 0.8, 0 =~ 36°

15 I 0.96

0.99 P

Imaginary Axis

15 0.96

Real Axis ) Teoria de Sistemas— p. 25/100



Adelantador — Ejemplo (Tiempo)

Para que el LR pase por el punto s; es necesario que se cumpla la condicion de fase

£{Ge(54)Gp(sa)} = £m = ¢c — (¢1 + $2)

15096

Sd

Imaginary A;
w
n

N5

5 |09

Real Axis

de donde se saca ¢. = £+ + ¢1 + ¢ ~ 95°
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Adelantador — Ejemplo (Tiempo)

Situando un angulo con apertura ¢. ~ 95°

Imaginary Axis

5|09

Real Axis

podemos ubicar el adelantador definiendo en las intersecciones z ~ 0.4y p = 5.
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Adelantador — Ejemplo (Tiempo)

El nuevo L. R. pasa por sq4

Root Locus

Imaginary Axis
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Adelantador — Ejemplo (Tiempo)

Respuestas comparadas

Step Response

sin prefiltro

Amplitude

0.8

: 2.3+1
con prefiltro s/23+1

s/0.4 41

0.4}

0.2

s/2.3 4+ 1 cancela el tercer poloy s/0.4 + 1 cancela el cero.
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Adelantador (Frecuencia)

.
Para el adelantador |_Gd| ﬂl'o 810 (_)

20dB

s/z+1 I dec
Gd(s): S;p—l—17 P>z

La fase maxima se sitla en w,, siendo

que
/Gy
Wm = /% , ¢m _= ZGd(ij) ¢m
la determinacion de ¢,, se hace a
través de la grafica de Nyquist. /

< wWm P loglo w
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Adelantador

Efectuando la grafica de Nyquist se
puede calcular geométricamente cual la
fase maxima generada por el adelanta-

dor con t o
Ga(s) = ot ]
s/p+1
1(2_
se concluye que: 2 \z
Om
I D g
_ “(1+Z
¢m:arcsin<p Z) 1 2( +z P
p+z 2

o también que

p 1+ sin(¢m)
z 1 —sin(¢pm)
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Adelantador — Ejemplo (Frecuencia)

Se desea compensar la planta G,(s) = de modo

1000

s(s + 10)
gue observe las prestaciones:

* Mantener la frecuencia de corte de lazo abierto > w..

* Margen de fase M F; > 45°.

Utilizaremos un adelantador de fase pues se trata de
mantener el ancho de banda.
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Adelantador — Ejemplo (Frecuencia)

Bode Diagram

30 ------ -
20 -------- ,,,,,

10 SR e

Magnitude (dB)
o
]
|

10 10 10 10°
ot o o o o\ Teoria de Sistemas— p. 33/100



Adelantador — Ejemplo (Frecuencia)

El margen de fase actual M F, y el margen de fase deseado M F; son distintos. El incremento
positivo necesario llamado A esta formado por esta diferencia a la que se le afiaden 6° para
compensar la disminucion del margen de fase para w creciente. Es conveniente hacerlo ya que el

punto de cruce final (w. después de la compensacién) estara donde se ubica w,,, .

MF, = 20°
MFy; = 45°

45° — 20° + 6° = 25° 4 6° = 31°
1 4 si °

_ -+ S%n(?)l ) 319

1 — sin(31°)

10dB

>
|

w3
~—— NS
&

20 logy, (
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Adelantador — Ejemplo (Frecuencia)

Bode Diagram

40 : S

Magnitude (dB)

as b

< Y0 T T

Phase (deg)

-135

-180

1 2 3
10
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Adelantador — Ejemplo (Frecuencia)

El proceso de ubicacion del adelantador sigue por una serie de etapas que estan numeradas en la
figura anterior. Se empieza determinando la relacion (p/z) utilizando la relacion

p  1+sin(A)
z 1—sin(A)

1. Se traza una linea paralela a la linea de 0 dB, del lado negativo, a una distancia de
1
2 (20 logy (p/2)).

2. Se determina la interseccion de esta linea con la linea de médulos. Por este punto y
verticalmente se traza otra linea cuya interseccion con el eje w determina w, .

3. Sobre lalinea vertical y ahora en el semiplano superior, se apunta la distancia

1 . o
— (201og,o (p/2z)). Con apoyo en este punto, se traza una linea inclinada a 20dB/dec.
2 10

4. Sobre esta linea a 20dB/dec se determina la interseccién a la izquierda, definiendo la
ubicacion de z.

5. AUn sobre esta linea se determina a la derecha de w,,, su interseccion con una recta paralela
al eje w a una distancia de 20 log,, (p/#). Esta segunda interseccion define
la ubicacion de p.

El modulo resultante del adelantador es la imagen especular en relaciéon al eje de frecuencias, del
trazado hecho para su célculo.
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Adelantador — Ejemplo (Frecuencia)

Magnitude (dB)

40
30
20

10

-6@ : —+ : — : —
i L : L i

Bode Diagram

10" 10° 10°

Corartimnmenrs (vl lams A
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Adelantador — Ejemplo (Frecuencia)

'

El controlador final queda:

- 5/20+1
- s/75+1

G.(s)
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Atrasador — Ejemplo (Tiempo)

Sea el problema de reducir el error de seguimiento a rampa en un conjunto planta-compensador de
tipo 1, de forma a conservar las caracteristicas de regulacion actuales. El compensador G (s)
regula la planta G, (s) de modo a obtener un desempefio (SO, t, ) satisfactorio y no se desea
degradar sus prestaciones relativamente a los (SO, t, ) alcanzados. Introduzcamos un
compensador adicional con la estructura

Ga(s) = (s +2)/(s +p)

en lazo cerrado tendremos ahora

Ga(s)Gc(s)Gp(s)
1+ Ga(S)GC(S)Gp(S)

le —

y el error de seguimiento a rampa se calcula como

‘ 2 — lim !
ey (00) = Sh_% sE(s)/s” = sl—>0 (3 + SGQ(S)Gc(S)Gp(S)>
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Atrasador — Ejemplo (Tiempo)

Pero por hipotesis el grupo G.(s)G,(s) es de tipo 1y asi
1 ) 1
o= = (2)
0+ =K, z/) Ko
p

Conclusioén: Si gueremos reducir el error en régimen permanente del seguimiento a rampa en un
sistema de tipo 1 sin alterar las prestaciones actuales, es suficiente afiadir una red del tipo G, (s) en
que p/z < 1 tenga el valor de la fraccion a reducir y que ademas p = z. La imposicion 0 < p < z
caracteriza un atrasador. La condicion p = z es necesaria para que G, (sq) no tenga contribucion

apreciable ni en mddulo ni en fase.
A guisa de ejemplo, se pide reducir el error e, (o0) a un décimo del valor actual. Entonces

z:p+5$;£3201$5:@ﬂ—np

haciendo ahora p lo suficientemente pequefio en relacion a la dindmica de la planta (p = 0.01 por
ejemplo, para una planta con polos en —10 + 103) tendremos:

s+ 0.10

G, =
(S) s+ 0.01
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Atrasador — Ejemplo (Tiempo)

Las figuras que siguen exhiben la dependencia del error e, (co) en funcion de la relacion

1 :
p/z del atrasador para la planta G (s) = m en serie con un atrasador
S| S
s+ z ., : :
Gp(s) = e 0 < p < z. Se puede observar tambiéen su influencia en la respuesta a
STP
escalon.
ng y(t)

081
0.6
0.4

0.2
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Atrasador - Frecuencia

Para el atrasador |Ga
/ —20dB
s/z+1 p
G.(s) = , oz > dec 20logqg =
d( ) S/p _|_ 1 p 10 z
La fase minima se sitla en w,,, siendo p | ‘
qgue o z
/Gy
Wm = /2D, qu = ZGd(]wm) anz

la determinacion de ¢,, se hace a
través de la grafica de Nyquist. Y

Wm loglo w
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Atrasador - Frecuencia

Efectuando la grafica de Nyquist se
puede calcular geométricamente cual la
fase minima generada por el atrasador
con

¢

_s/z+1

Ga(s) = s/pt1

se concluye que:

¢m = arcsin (p _ Z)
P+ =z

o también que

RS

Om

p 1 + sin(¢m)
z 1 —sin(¢pm)
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Atrasador — Ejemplo (Frecuencia)

1
s(s+1)

Se desea compensar la planta G,(s) = - de modo

gue observe las prestaciones:

* Error de seguimiento a rampa
lim, 0 s(1 — G(s))/s?) = 1.
* Margen de fase M F; > 45°.

El crecimiento negativo de la fase es muy pronunciado por
lo que se desaconseja utilizar un compensador adelatador
de fase.
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Atrasador — Ejemplo (Frecuencia)

Bode Diagram

40
30 - —
20 R 2 .
%’ 10 — ............................ .............................. s ............. |
e o s PN
[P O a DNy Tt
| c S S
P = -10 F z R R AR Rt -
. > 1 decada -
_20— B —
_30— -
-4Q i —_— b I
T S A S S S S
)
(0] .
o :
© -135 :
() .
[ .
ey .
o .
-180 i
905 | I N
0 1

-270
10 10 10 10
Frequency (rad/sec)
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Atrasador — Ejemplo (Frecuencia)

Los pasos para ubicar el atrasador son los siguientes:
1. Se determina a qué frecuencia se observa el margen de fase deseado.

2. Se traza una linea vertical que efectuando la interseccién con la linea de modulos de la
planta. Este punto se escoge como el nuevo punto de cruce. Para tanto es necesario atenuar
el modulo (rebajarlo localmente). La atenuacion local del modulo queda por cuenta de la

maxima atenuacion que pueda introducir el atrasador. Este valor es 20 log; , <B> . Apoyada
z

en esta interseccién se traza una linea paralela al eje de frecuencias.
3. A una década (por lo menos) a la izquierda del punto de interseccién se ubica z.

Siguiendo una linea inclinada a 20dB/dec, se efectla la interseccion con el eje de frecuencias
marcando asi el valor p lo que concluye el proyecto del atrasador.

El mdodulo resultante del atrasador es la imagen especular en relaciéon al eje de frecuencias, del
trazado hecho para su calculo.
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Atrasador — Ejemplo (Frecuencia)

Bode Diagram

40 ! ! T T T ! ! L

Magnitude (dB)

Phase (deg)

Frequency (rad/sec)
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Atrasador — Ejemplo (Frecuencia)

'

El controlador final queda:

 5/0.024 +1
~ 5/0.004 + 1

G.(s)
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Atrasa-Adelanta

Con la estructura

ca = (ri1) (i)

siempre y cuando

p1 < 21 < 29 < P2

se clasifica en:

® Balanceado.

P1p2 = Z1%2
® Desbalanceado.

p1D2 # 2122
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Atrasa-Adelanta (Balanceado)

Para el atrasador-adelantador
s/z1 +1 s/zo+ 1
a9 = (205) ()
s/p1+1 s/p2 +1

siempre y cuando

p1 < 21 < 22 < p2, P1P2 = 2122

. . ’ ¢t |
existe una fase minima ¢~ y una fase
maxima ¢ iguales en médulo cuya de- }\/
terminacion se puede hacer atravésde | v

la grafica de Nyquist.

logqw
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Atrasa-Adelanta (Balanceado)

Efectuando la grafica de Nyquist se
puede calcular geométricamente cuales
las fases minima y maxima generadas
por el atrasador-adelantador con

Gq(s) = (%) (Z;Z—ii)

haciendo
pP1p2 z1 + 22
/J, = y )\ —
Z2122 p1 + p2
tendremos:

1 — puA
¢T = —¢~ = arcsin ( a )
14+ pA

&

1 R

5(1—#)\)
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Atrasa-Adelanta (Desbalanceado)

'

Para el atrasador-adelantador

Gq(s) = (z;;—ii) (Z;Z—ii)

siempre y cuando

p1 < 21 <22 < p2

existe una fase minima ¢~ y una
fase maxima ¢ cuya determinacion se
puede hacer a través de la gréafica de
Nyquist.
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Atrasa-Adelanta (Desbalanceado)

Efectuando la grafica de Nyquist se
puede calcular geométricamente cuales
las fases minima y maxima generadas
por el atrasador-adelantador con

Gq(s) = (%) (Z;’Z—ii)

¢

¢+
haciendo >
pP1p2 z1 + 22
M = y )\ —
Z2122 p1 + p2
tendremos:

1 — puA — A
¢T = arcsin ( a ) , ¢~ = arcsin ('LL—)
14+ pA
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Atrasa-Adelanta — Ejemplo (Frec.)

1000
Se desea compensar la planta G (s) = m de modo que observe las
S\ S

prestaciones:

¢ Mantener el médulo de |G.G,| arriba de una barrera asociada a error en
seguimiento a consigna sinusoidal.

¢ Mantener el médulo de |G.G,| abajo de una barrera asociada al rechazo de ruido
en alta frecuencia (medidas).

¢ Margen de fase M F,; > 40°.

Utilizaremos un atrasador-adelantador de fase pues se trata de mantener inalteradas las
prestaciones en bajas y altas frecuencias.
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Atrasa-Adelanta — Ejemplo (Frec.)

Magnitude (dB)

Phase (deg)

-135

-180

Bode Diagram

60

T T T ! T T !

10"

10°
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Atrasa-Adelanta — Ejemplo (Frec.)

'

MF, = 18°
MF; = 40°
A = 40° —18° = 22°
po_ Lesn()
2 1 — sin(22°)
20 log, 4 (g) ~ 7dB
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Atrasa-Adelanta — Ejemplo (Frec.)

Bode Diagram

o) , :
e} : =
o) f i
ke : :
=) - -
= E .
[ . .
(@) " .
© : :
= ; :
| L L

‘ i

-60 —_— ettt

A85 b LN

Phase (deg)

-180

10 10° 10°
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Atrasa-Adelanta — Ejemplo (Frec.)

'

El compensador queda finalmente

600 = (1) (o)
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Atrasa-Adelanta — Ejemplo (Frec.)

Bode Diagram

60 ! S N ! S S S S L ; !

Magnitude (dB)

Phase (deg)

10" 10° 10’ 10 10°
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Pl - Caracteristicas Generales

El controlador Pl surge de la ley de control

u(t) = kpe(t) + k; / e(t)dr
gue transformando Laplace queda:

s/we + 1

U(S)/E(S) — kch(S), Gd(s) = S _T:/éuo

siendo que
ki
Wo = —
¥
z = —
k

3

son estructuras equivalentes para el PI(s)
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Pl - Caracteristicas en Frecuencia

Para el PI

s/wo + 1)

s/wo

Ga(s) = < 0

donde wo, = k; /kp Y ke = kp. Se carac-
teriza por altas ganancias y aporte ne-
gativo de fase (-90°) en bajas frecuen- s |
cias.

o) | P ‘. ‘.., N L ., ‘..
].Og]_Ow
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Pl - Ejemplo (Tiempo)

1
(s+3)242
verifique e(co) = 0, para entrada en escalon. Para conseguir la especificacion e(co) = 0
para entrada en escaldn, la funcién del lazo abierto debe poseer por lo menos un polo
en el origen (tipo 1). Ya que la planta no lo posee, el compensador debe aportarlo. Este
es el principal motivo que conlleva en este caso a escoger un PI como compensador.
Se pide también: SO ~ 10%, t, ~ 1.6 [s]. Utilizando las relaciones

La planta G, (s) = > debe ser compensada de modo que en lazo cerrado

e(o0) = 811_% sE(s)
SO = e Ttanb
1 ( 20 )
te« = —log
Q cos 6

llegamos a: o =~ 2, 6 =~ 36°.
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Imaginary Axis

Pl - Ejemplo (Tiempo)

Root Locus Root Locus
T 4 T T
072 0.4 032 02 01 07 058.,, 044 032 02 01
S T
08t d 08
s
09 095
1+
8
X
<
>
A 853 25 LA 15 § oA
£
o
]
£
o T «
0.95 095
2 .
084 084
3
072 058 044 032 02 01 072 058 044 032 02 01
| | 4 I | | |
-4 35 3 25 -2 15 1 05 4 -35 25 -2 45 05
Real Axis Real Axis
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Pl - Ejemplo (Tiempo)

En este diseno incorporamos el polo del origen de coordinadas en la planta o sea: La
planta a compensar es G, (s) = Gp(s)/s. Para que s pertenezca al L. R. debe
observarse

ZGC(Sd)G;(Sd) = +
LGc(sq) = Em+¢1+d2+ ¢3=61° = ¢,

donde G.(s) es el controlador. Como el aporte de G.(sq4) €s positivo puede proponerse
una estructura del tipo PD(s) = kc(s + z). Para ubicar el cero se efectua:

z=—a— fB/tan(¢;) =~ —3.5

Es importante notar la equivalencia de problemas PI(s)Gp(s) = Gc(s5)G ()
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Pl - Ejemplo (Tiempo)

Root Locus
5 T T T
064 05 038 028 047008
4 4
08
3
3 S d i
o+ E ]
09 d3
it o f b 1
2
X 5
N
2 H
£0
g z
1 d2 i
094
2 2-
3 F 3~
08
4F 4<
064 05 0.3 028 017 008
5 I I | L

5 45 435 3 25 2 15 1 05 0
Real Axis

El nuevo lugar de PI(s)G,(s) pasa ahora por s, .
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Pl - Ejemplo (Tiempo)

Para que dos de los polos de lazo cerrado se ubiquen en

sq Y s;; debe observarse

[PI(sq)Gp(sa)] = 1
dqdods
k. =
dy
y el compensador queda:
PI(s) = 6 3(5—|—3.5)
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Pl - Ejemplo (Tiempo)

La respuesta temporal en lazo cerrado conforme se puede observar, verifica las especificaciones.
Las diferencias observadas se deben a que ahora no tenemos un par de polos dominantes. Los
polos son tres, uno sobre el eje real, ademas de un cero. Para obtener exactamente la respuesta

especificada deberemos incorporar un pre-filtro.

Step Response

0.8

(=]
=

Amplitude

041

0.2

Il Il Il Il Il
0 0.5 1 15 2 25 3
Time (sec)
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Pl - Ejemplo (Tiempo) - Pre-filtro

La FT de lazo cerrado deseada viene dada por

2 2
a“+b :
Gd(s):(s—l—a)2—|—b2 con sq =a=xj-b

La FT obtenida gracias a la aplicaciéon del compensador es:

kc(3+z) kc(8—|—2)

O = Tt ot ks 12 AP T2 + 57

donde —p es el polo para k. = 6.3, en la rama real del lugar de raices de

14k s+ z 1 _ 0
© s (s+3)2+4+22

Para obtener GG4(s) es necesario efectuar el producto

2 b2 G 2 b2
Ga(s) = @ SerG(s) . elpre-filtroes G¢(s) = a(s) _ a” +

s+ 0p

ke s—+=z G(s) ke

s+ z
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Pl - Ejemplo (Frecuencia)

kp

La planta G, (s) = representa un manipulador situado en la luna que debe ser comandado
S

desde la tierra. Las sefiales de comunicacion entre la tierra y la luna tardan T = 1[s] en hacerse
disponibles. El retardo entre la observacién y el comando de control es pues 2T. Considerando
k, =100y a = 1, se requiere:

®  Error de seguimiento a consigna en escalon e, (co) = 0.
®  Error de seguimiento a consigna en velocidad e,, (c0) = 2.

® margen de fase M F > 7 /4.

Normalizando la funcion de transferencia tendremos:

Gp(s)PI(s)e T
1+ Gp(s)PI(s)e—2sT

kp/c

Gp(s) = W?

Gie(s) =

La condicion e; (oo) = 0 se consigue incorporandose un polo en el origen a través del PI. La
condicion e, (oco) = 2 nos dice que debe observarse. Llamando

(61
kekop

62&00)::;ggﬁﬂl——(}w(sn/sz::1/kv:: —T =2, . k.=1/300
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Pl - Ejemplo (Frecuencia)

30

20

10

: Gl |

10

50

-100

41/(3/@—}—1

-150 -

-200 ' —
10 10

10
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Pl - Ejemplo (Frecuencia)

30"
20 r < P
.
r ~~—
10 | \
We
0 \‘\
: \\\\
-10 7 E i
0.02 0.05 0.10 0.20 E 0.50 1.00 2.00
0+ i
_50 " 5
~100 —
i 7
~150 MF, NN
r A4 \
~200+ \‘\
—250+
\
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Pl - Ejemplo (Frecuencia)

: 1 e :
El compensador final queda PI(s) = 0.00333i. La grafica de Nyquist de la planta
S

compensada puede observarse en la figura.
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Pl - Ejemplo (Frecuencia)

En la grafica, los desempefios en posicion y velocidad.

1.0: /\
0.8
0.6 )
I Respuesta a Escalon
04}
02}
‘5‘“‘10‘“‘15“”20””25””30
| /\
2.0 e —
L5k
10 Error en Seguimiento de Velocidad
05+
5 10 15 - ‘20‘ 25 30
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PID - Caracteristicas Generales

El controlador PID surge de la ley de control

u(t) = kpe(t) + k; / e(r)dr + kzd%e(t)

gue transformando Laplace queda:

(s—|—0L)2—|—b2
Keq
_ S
U(s)/E(s) = (s/wo)? + 2¢(s/wo) + 1
Keo
(s/wo)
donde
kq
kcl — kd ch — E—
1k o
= —-= o = ki/k
a 2 kg w /Kp
. 1 \/4kika — K2 S
2 ky 2k ky
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PID - Caracteristicas en Frecuencia

20 —————
Para el PID B Y 4
15|_Gd| A __20dB .................... _

d | 3

(5/w0)2—|—2<'(8/w0)—|—1 0k eC U DO

Gd(s) =

(8/wo) 20dB

IR N I RN Sk =~

Es el controlador lineal elemental mas versatil |
gracias a la posibilidad de mezcla de los -
efectos:

P proporcional
| integral
D diferencial.

(El controlador de la figura tiene ¢ = 0.5)

log,ow
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PID - Ejemplo (Tiempo)

La planta G, (s) = debe ser compensada de modo que en lazo cerrado verifique

2
e(co) = 0, para entrsada en escalon. Para conseguir la especificacion e(co) = 0 para
entrada en escaldn, la funcion del lazo abierto debe poseer por lo menos un polo en el
origen (tipo 1). Ya que la planta no lo posee, el compensador debe aportarlo. Se pide
también: SO =~ 45 %, t, ~ 10 [s]. Utilizando las relaciones

e(oco) = sli% sE(s)
SO — e~ T tan 0
1 20
ta — — log
o cos 6

llegamos a: @ =~ 0.3, 6 ~ 13°.
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PID - Ejemplo (Tiempo)

K |
0.54

Root Locus

0.38

0.18
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PID - Ejemplo (Tiempo)

Root Locus
21— — : T ; —T ; T T T
’ 08-. - ) 0.68. - 0.54 0.3.8 ' 0.18
151089 i
. M
o
x
<
2 1 |
£
(o))
®©
E
| |osgs ]
1.5 .*’0.8‘9’ —
08 - 068 0.54 038 . 0.18
) . | . | . | . | | | |
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
Real Axis
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PID - Ejemplo (Tiempo)

Para que s4 pertenezca al L. R. debe observarse

ZPID(Sd)Gp(Sd) — +7 (*)
ZGC(Sd)G;(Sd) = +7r (>I<)
LGc(sq) = £+ @1+ ¢2 + ¢3 = 120°

Aqui incorporamos el polo del origen en la planta a traves de la equivalencia
PID(s)Gp(s) = Ge(s)(Gp(s)/s) = Ge(s)Gy,(s). El angulo positivo de G (sq) nos
sugiere la consideracion de un cero duplo, cada uno generando 60°. Ubicaremos los
dos ceros coincidentes en el eje real (¢, = ¢~5) por tanto:

z=a+ (/tan(120°/2) = 1

(x) La definicion de +7 se escoge de forma que el valor de ZPID(sg4) tenga el valor
absoluto mas pequefo
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PID - Ejemplo (Tiempo)

Root Locus

1.5

092 -

05

Imaginary Axis
o

092

-1.5

Real Axis
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PID - Ejemplo (Tiempo)

Para que dos de los polos de lazo cerrado se ubiquen en

sy, debe observarse

[PID(sa)Gp(sa)| = il y
ke = — dg -
y el compensador queda:
(s +1)?

PID(s) = 1.6
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PID - Ejemplo (Tiempo) - Pre-Filtro

El calculo del pre-filtro es necesario para eliminar el cero en la FT de lazo cerrado. Las
especificaciones de respuesta a escalon fueron calculadas de acuerdo con

2 2
G (s) = — > P
(s + @) + B2
y la FT de la planta con compensador resulta
PID(5)Gp(s) _  ke(s+1) (248 (s+1)

O I PIDGG,(5) P (ke —Dst ke | (st + B

Comparando tendremos:
G(s) = (s +1)G"(s)
de donde se concluye que el pre-filtro es:

G*(s) 1
G(s) s+1

Gy(s) =
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PID - Ejemplo (Tiempo)

La respuesta temporal en lazo cerrado conforme se puede observar, no verifica las
especificaciones (azul). Las diferencias observadas se deben a que tenemos un zero a

mayores. Colocando un pre-filtro para cancelarlo( ) se obtiene la respuesta

s+ 1
especificada (en rojo)

Step Response

N

=
o
T

g
[2)
T

g
IS
T

I
[N}
T

-
T

Amplitude
I o o
s o =]
T T

o
[N)

o

Il Il Il Il Il Il
8 10 12 14 16 18 20
Time (sec)

o
N
»
o
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PID - Ejemplo (Frecuencia)

La planta G, (s) =

82

especificaciones:

Error nulo en régimen permanente (e(oco) = 0) para entrada en escalon.

Error de seguimiento a rampa e, (co) = 1/7.
Margen de fase (MF) mayor o igual a 45°.

Frecuencia de corte (w.) mayor o igual a 20[rad/s].

10

10

5 debe ser compensada de modo que en lazo cerrado cumpla las
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PID - Ejemplo (Frecuencia)

o
o
I

100 -

-150

200 S

-250

_3001 ‘ - 3 ‘ 3 I
10 10 10 10
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Desempeno

Ademas de asegurar estabilidad, la compensacion debe proporcionar
desempeio. Medidas basicas de desempefio desde el enfoque de
frecuencia son:

® Seguimiento de consigna (tracking). Se busca reproducir la
consigna a la salida con error maximo siempre y cuando la
consigna esté acotada en frecuencia. (frecuencias bajas)

® Rechazo de perturbaciones de medida (altas frecuencias). Se
trata de que el lazo funcione como filtro pasa-bajas, rechazando
los ruidos producidos principalmente por los sensores utilizados
en la observacion.
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Seguimiento de consigna

El error de seguimiento viene dado por:

! Y,.(s)

B(s) = (1= CEY) = Trgmam "

haciendo s = jw tendremos:

. 1 . .
B9 = g g oy Y Ue) = 1) Y ()

Sl queremos para una gama de frecuencias w < w~ reducir el error de
seguimiento a una fraccion v~ < 1 del modulo de la consigna |Y,.(jw)|
deberemos observar:

tlw) < 1p = plw) ~ |Gc<jw>1ap<jw>| <7
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Rechazo de Ruido

La relacion entre entrada y salida en el lazo de realimentacion es dada
por:

_ Ge(s)Gp(s)
Y(S)/YT(S) T 1 _|_ GC(S)GP(S)
haciendo s = jw tendremos:
Ge(jw)Gp(Jw)|

Y (jw)/Y:r(Jw)| = p(w) = 1+ Go(jw)G,(jw)]

si queremos que a partir de una frecuencia w > w™ la atenuaciéon sea
del orden de v « 1 tendremos:

{p(w) < 1} = p(w) = |G (Jw)Gp(jw)| < T
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Moldeado de Lazo

Las .cond|C|ones de seguimiento de 20 log )
consigna

20logyg |Ge(jw)Gp(jw)
1
: — <7 S
Ge(jw)Gp(Jw)|

y de rechazo de ruido de alta frecuencia

Ge(jw)Gp(jw)| < AT, w>wt >

puede representarse en las graficas de
Bode a través de barreras que deben
obedecerse por |G.(jw)Gp(jw)].
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Compensacion por Realimentacion de Estad

$

Sea el sistema en version de estado con entrada v y salida y.

x = Ax+ Bu
y = Cz+4+ Du

gueremos que la salida siga la consigna y,- y para tanto elaboramos el lazo cerrado con
u = yr — K.x donde K. es una matriz de ganancias por determinar, que:

¢ Asegure estabilidad de lazo cerrado
¢ Asegure prestaciones

Incorporando la realimentacion obtendremos la dinamica de lazo cerrado:
t = Ax 4+ B(yr — Kcx) = (A — BK¢.)x + Byr
Suponiendo ahora que D = 0 (sistemas estrictamente propios) tendremos:
Y(s) = G(s)Yr(s) = G(s) =C(sI — A+ BK.) 'B
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Compensacion por Realimentacion de Estad

('

1) Céalculo de p(S) — A(S[ — A+ BKC) Sea un sistema en la

representacion de Frobenius.

0 1 0 0
0 : 0
r = x + _ U
1 .
ap ai an—1 1
’y p— |: C1 c2 . e Cn, ] €T
entonces tendremos
_ . _
0
sl —A+BK.=sl—A+ | [ko ki - kn_l]
1
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Compensacion por Realimentacion de Estad

$

0 Sea

sl — A+ BK. =

| ko—ao ki—a1 -+ Ss+tkpn_1—an-1
ahora se puede calcular el determinante
p(S) = A(SI — A+ BKC) =s" + (kn—l — an_l)sn_l + -4 (k1 — CL1)S + ko — ao
2) Determinaci 6n de /. Suponiendo que se desee un comportamiento de lazo
cerrado supeditado al denominador py(s) = s™ + dp_15" "t + --- + sd1 + do, la
caracterizacion de K. se efectua a través de la comparacion de coeficientes.
kj —a; =dj = kj = aj +dj, j=10,---,n—1;
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Compensacion por Realimentacion de Estad

3) Transformaci 6n a la forma de Frobenius

Determinemos la

transformacion no singular de coordinadas 71" que lleva una matriz A a su forma de
Frobenius A ¢. Conforme ya vimos anteriormente, la equivalencia debe ser del tipo
Ay =T~ 1AT otambién A;T—! = T—1A. Entonces

conT 1 = [

tT

0

0

ao

tT

ai

ti+1

Zq; tia;

an—1

tjA,
tnA,

_ " - _ " -
to to
= A

.
t, ] . Por inspeccién sacamos

32{17277”/_1}
i=1{1,2,---,n}
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Compensacion por Realimentacion de Estad

('

Analogamente tendremos By = T—1 B de donde sacamos

0 = B, j={1,2,---,n—1}
1 = t,B
0 sea
( )
0O = t1B
= t1AB
d o b=t | B AB A?2B ... A"'B|=[0 0 0 - 1]
0 = tlAn_2B
1 = tlAn_lB
\ /

Para obtener ¢t; se hace

thc:[O o 0 --- 1]:>t1=[0 O 0 --- 1]Wc_1
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Compensacion por Realimentacion de Estad

El resto de las lineas de T—! se calcula efectuando
tivi =t;A, j={1,2,---,n—1}

4) Ejemplo Seala planta en lazo abierto dada por las matrices

0.2 1.4 06 —02 | 0.2
] : —1 —2 1 1 | 0
A | B
B ~1 ~1 —3 1 | 0
0.2 ~0.6 —14 =52 | 02
. ¢ | D
10 12 12 10 | 0

Se desea que en lazo cerrado se comporte como teniendo un par de polos dominante
en —2 4 3. En estas condiciones, el polinomio caracteristico debe ser:

pe(s) = ((s +2)° +3%)(s + 15)°
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Compensacion por Realimentacion de Estad

Situamos el par de polos dominantes de modo a obtener

SO = e=27/3 t, = 1/210g(20/(2/+/22 + 32)), y completamos los polos restantes
como polos mas rapidos de modo a que no intervengan en la dinamica. El sistema no
esta en la forma de Frobenius: su transformacion nos lleva a:

0 1 0 0 | 0
- Cop 0 0 1 0 | 0
/ o 0 0 0 1 | 0
24 50 -35  —10 | 1
. ¢y | Dy S L
50 70 30 4 | 0o
02 0 02 -3 | [ 9 72 2 02
0O 0 -1 6 4 -1 0 0
We = , T —=
O 0 -1 9 1 -1 0 0
02 -1 52 -25 | 2 22 1 0.2
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Compensacion por Realimentacion de Estad

$

Ahora podemos calcular los coeficientes de K..

pe(s) = ((s4+2)2+3%)(s+15)2 = 5%+ 3453 + 35852 4 1290s + 2925
= s+ (ks —10)s3 + (k2 — 35)s% + (k1 — 50)s + ko — 24

de donde se obtienen

ko = 2925—24 = 2901
ki = 1290—50 = 1240
ke = 358—-35 = 323
ks = 34—-10 = 24

K. asi calculada, tiene sus valores definidos en el sistema de coordinadas originado por
T. La aplicacion de K. debe hacerse en las coordinadas de la planta siendo pues
necesario efectuar una transformacién inversa de coordinadas en K.. La dinamica de
lazo cerrado en coordinadas de Frobenius es:

if=Afxp+ BpKe(wr —ap) =T 'ATzy + T 'BK. T 'T(xf — xy)
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Compensacion por Realimentacion de Estad

'

pero x = T'x s entonces se obtiene

&= Az + BK(zy —2) = K = K. T™!

siendo que
K = [ 203 —426.33 465.33 —83]

El arreglo de simulacion en si mul i nk sigue:

T —»@L—»

o |=
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Compensacion por Realimentacion de Estad

Al observar la respuesta a escaldn verificamos que no esta de acuerdo con lo previsto.
Esto se debe a la presencia de ceros en la planta en lazo abierto pues

453 + 3082 + 70s + 50
s% 4+ 10s3 + 3552 + 50s + 24

e O

El arreglo que sigue mejora el aspecto de la respuesta incluyendo un pre-filtro que
Ky

cancela los ceros de la planta con G (s)

" 453 1 3082 + 70s + 50

Yr

J K,.G,
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Podemos comparar el efecto de la introduccion del pre-filtro G (s)

0.12 T T T T T T T 1.2

1k

0.1

0.8
0.08

0.6

0.06

0.4

0.04
0.2

0

° f ‘ f : f : f )
Respuesta a escaldn sin y con pre-filtro

Para corregir el nivel de régimen permanente se calcula el valor de y(co) a partir de:

1
Gr(0)y(oo)

y(o0) = —C(A — BK) 'By,, K, =
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