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Control

¿Control?
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Diccionario Anaya

control [Del frances contrôler = comprobar, verificar]

1. Comprobación [c. de calidad].

2. Autoridad [Tener el c. de una organización].

3. Autodominio [tiene el absoluto c. sobre sí mismo].

4. etc.

Nuestro significado:

Imponer a un paciente un comportamiento deter-
minado.
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TEMA 1: Introducción al control

• Introducción histórica: El problema del control.

• Taxonomía de sistemas.

• Concepto de planta: Sensores, actuadores, potencia
de cálculo, comunicaciones, algoritmos.

• Realimentación: Lazo abierto y lazo cerrado,
resistencia a perturbaciones.

Transparencias de Introducción al Control (en castellano) disponibles en:
http://csd.newcastle.edu.au/control
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Breve reseña histórica

-350 Reloj de agua. (Ktesibios).

1624 Incubadora. (Drebbel).

1728 Regulador. (Watt).

1868 Estabilidad del Regulador. (Maxwell).

1877 Criterio de estabilidad.(Routh).

1890 Estabilidad nolineal. (Lyapunov).

1927 Amplificadores realimentados. (Black).

1932 Criterio de estabilidad. (Nyquist).

1938 Métodos en frecuencia. (Bode).

1942 Sintonía de PID’s. (Ziegler-Nichols).

1947 Sistemas muestreados. (Hurwitz).

1948 Lugar de Raíces. (Evans).

1956 Principio del Maximum. (Pontriagin).
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Reloj de agua - Ktesibios

Ktesibios fue un barbero que vivió en la
primera mitad del siglo tercero anterior

a nuestra era. Se dice que inventó
además del reloj que lleva su nombre,

la bomba hidráulica, el órgano y
diversos tipos de catapultas. El reloj de

Ktesibios medía el tiempo con una
precisión extraordinaria para la época.
El secreto residía en la regulación del

caudal de agua que alimentaba un
depósito cilíndrico.
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Reloj de Agua
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Servidor de Líquidos
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Alarma de Tiempo
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Incubadora - Drebbel
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Cornelius Van Drebbel 1572-1633

De origen holandés se estableció en Inglaterra. Fue el
inventor del primer submarino, probado en el rio Támesis.
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Regulador de Watt
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James Watt 1736-1819

Hijo de un comerciante, nació en
Escocia en 1736. Perfeccionó la

obtención de vapor de las calderas,
desarrolló dispositivos para transformar
el movimiento rotatorio en movimiento

de traslación, bautizó el vocablo
horsepower, inventó el contador de

revoluciones, una máquina para copiar
esculturas, etc. El famoso regulador lo
inventó en 1788. La unidad eléctrica de
potencia recibió el nombre de Watt en

su honor.
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Diagrama del Regulador de Watt

El regulador de Watt puede regular
automáticamente la velocidad angular
de un motor, modulando la cantidad de

vapor admitido. Su utilización
proporcionó economía y calidad en los
productos industriales producidos por
máquinas alternantes. Fue una de las
conquistas más determinantes en el
desarrollo e industrialización de la

Inglaterra de su época.
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Lazo abierto
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Lazo Cerrado
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Elementos del Lazo
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Sistemas Realimentados

• La información se transmite desde la entrada hacia la
salida y también desde la salida hacia la entrada.
(Lazo).

• La entrada depende del valor de la salida.

• Ventaja: la entrada (actuación) es función de la salida
real, con lo que se pueden corregir los efectos de las
perturbaciones.
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Variables de Entrada-Salida

Te

Te

Ts

Ts

Tr

Tr

Pδe

Algoritmo

Observación

Caldera

Actuación

Perturbación
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Modelado de sub-procesos - Introducción

Efectuar el modelado físico de:

• Caldera (Planta).

• Perturbación.

• Termómetro (Sensor).

• Válvula de Control (Actuador).

• Algoritmo de Control.
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Sensores

Encoder óptico: Sirve para detectar movimientos angulares de ejes.

Más informaciones sobre sensores en:
http://www.info-ab.uclm.es/labelec/solar/componentes/SENSORES.htm
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TEMA 2: Modelado de sistemas dinámicos

• Introducción al modelado.

• Espacio de estados: Representación de estado.

• Ejemplos: Sistemas mecánicos, eléctricos, hidráulicos,
térmicos.

• Linealización: Modelos lineales en el espacio de
estados, solución.

• Errores de modelado.

• Interconexión de sistemas.
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Sistemas y Variables

• Sistema Conjunto de elementos que se relacionan entre sí con un objetivo o
función determinado.

• Variables de un Sistema. Conjunto mínimo de magnitudes que definen el
comportamiento de un Sistema. A depender de su naturaleza se pueden
caracterizar los Sistemas como: mecánicos, eléctricos, económicos, biológicos,
etc.

• Fronteras de un Sistema. Las fronteras de un Sistema son las interfases de
intercambio de energía y/o información con su medio ambiente.

• Análisis de un Sistema. Medida externa de algunas (o todas) variables de un
Sistema con la finalidad de conocer su comportamiento cuantitativo.

• Modelado de un Sistema. Conjunto de relaciones formales construidas a través de
leyes físicas y/o relaciones empíricas que reproducen de manera cuantitativa el
comportamiento particular estudiado en un Sistema.
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Tipos y Representación de los Sistemas

• Variables de Estado. Conjunto mínimo de variables del Sistema cuyo
conocimiento en un instante determinado, permite conocer la respuesta
cuantitativa del sistema ante perturbaciones o actuaciones.

• Representación Externa. Refleja el comportamiento Entrada-Salida permitiendo
ignorar el conocimiento de parte de las variables no accesibles del Sistema.

• Representación Interna. Descripción del Sistema en que se requiere el
conocimiento de todas las variables internas y/o externas que describen su
funcionamiento.

• Sistemas Estáticos. Sistemas sin memoria en que las salidas dependen
instantáneamente de las entradas.

• Sistemas Dinámicos. Sistemas con memoria en que las salidas dependen de la
historia de las variables internas y/o de entrada. Las relaciones dinámicas son
descritas normalmente a través de ecuaciones diferenciales.
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Caldera

• Te Temperatura del líquido que entra en la caldera.

• Ts Temperatura del líquido que sale de la caldera.

• c Calor específico del líquido.

• V Caudal de entrada del líquido.

• m Masa de líquido en el volumen de control de la caldera.

• Q Flujo de calor aplicado en la caldera.

• t Variable tiempo.

T e

Ts

Mezclador

Vapor
Serpentina

Q

Volumen de Control

Teorı́a del Control– p. 25/107



Modelado

Aplicando el principio de la conservación de la energía y suponiendo que la caldera es
adiabática

∆Qincr = ∆Qentra −∆Qsale

mc∆Ts = (Q+ V cTe)∆t− V cTs∆t

y haciendo el límite ∆t → 0

mc
dTs

dt
= Q+ V c(Te − Ts)

mc
dTs

dt
+ V cTs = Q+ V cTe

(

mc
d

dt
+ V c

)

Ts = Q+ V cTe
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Relación entre procesos

Te

Ts

U

a1
dQ

dt
+ a2Q = U

mc
dTs

dt
+ V cTs = Q+ cV Te

U = kp(Tr − To)

RC
dTo

dt
+ To = Ts

cV

Tr

To

δe

Q
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Estructura de Señales de Lazo Cerrado

-
++
+

Controlador

Observador

Planta

Tr

Te

cV

To

TsTr − To QU

(

a1
d

dt
+ a2

)−1

kp

(

RC
d

dt
+ 1

)

−1

(

mc
d

dt
+ cV

)

−1
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Representación de los Sistemas Lineales

Sea el proceso mecánico representado en la figura.

M

K

x

F

ν

cuyo modelo teórico viene dado por Mẍ+ ẋν +Kx = F

x =

(

M
d2

dt2
+ ν

d

dt
+K

)−1

F Entrada-Salida





ẋ

v̇



 =





0 1

−K

m
− ν

m









x

v



+





0
1

m



F

y =
[

1 0
]





x

v



+ [ 0 ]F Representación de Estado
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Elementos de Sistemas Eléctricos

Los elementos básicos relacionan las variables de potencia tensión e y corriente

i,

(

dq

dt

)

siendo:

• Resistencia R con relación constitutiva e = Ri.

• Capacitancia C con relación constitutiva e =
1

C

∫

idt o C
de

dt
= i.

• Inductancia L con relación constitutiva e = L
di

dt
.

• Transformador T con relación constitutiva e2 = ne1, i1 = ni2, donde n es la
relación de transformación (número de espiras).

e, i se llaman variables de potencia ya que su producto resulta en la potencia
instantánea que se aplica al elemento. p = ei
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Ejemplo - Formulación

E

R1 R2

RL

L

C1 C2i1 i2 i3 i4

n

++

Calculando la tensión a lo largo de cada malla tendremos:

R1i1 +
1

C1

∫

(i1 − i2)dτ = E

1

C1

∫

(i2 − i1)dτ + L
di2

dt
+

1

C2

∫

(i2 − i3)dτ = 0

1

C2

∫

(i3 − i2)dτ + R2i3 + v1 = 0

v2 − RLi4 = 0

v2 = nv1

i4 = i3/n
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Ejemplo - Entrada-Salida

Que también puede ponerse en la forma: (substituyendo las relaciones del transformador)

R1i1 +
1

C1

∫

(i1 − i2)dτ = E

1

C1

∫

(i2 − i1)dτ + L
di2

dt
+

1

C2

∫

(i2 − i3)dτ = 0

1

C2

∫

(i3 − i2)dτ + R2i3 +
RL

n2
i3 = 0

o también















R1 +
1

C1

∫

−
1

C1

∫

0

−
1

C1

∫

L
d

dt
+

(

1

C1
+

1

C2

)∫

−
1

C2

∫

0 −
1

C2

∫

R2 +
RL

n2
+

1

C2

∫





















i1

i2

i3






=







E

0

0







o sea

M(t)







i1

i2

i3






=







E

0

0






⇒







i1

i2

i3






= M

−1(t)







E

0

0






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Ejemplo - Versión de Estado

Para efectuar la versión de estado se hace inicialmente
q1 =

∫

i1dτ, q2 =
∫

i2dτ, q3 =
∫

i3dτ , obteniéndose así

R1q̇1 + 1
C1

(q1 − q2) = E

1
C1

(q2 − q1) + Lq̈2 + 1
C2

(q2 − q3) = 0

1
C2

(q3 − q2) +R2q̇3 + RL

n2 q3 = 0

Ahora haremos x1 = q1, x2 = q2, x3 = q̇2, x4 = q3 obteniéndose.















ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4















=















− 1
R1C1

1
R1C1

0 0

0 0 1 0

1
LC1

− 1
L
( 1
C1

+ 1
C2

) 0 1
LC2

0 1
R2C2

0 − 1
R2

(RL

n2 + 1
C2

)





























x1

x2

x3

x4















+















1
R1

0

0

0















u

si nos interesa observar la tensión en la carga tendremos:

y =

[

0 0 0
RL

n

]

[ x1 x2 x3 x4 ]⊤
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Elementos de Sistemas Mecánicos - (Traslación)

Los elementos básicos relacionan las variables de potencia fuerza f y velocidad

v,

(

dx

dt

)

siendo:

• Rozamiento B con relación constitutiva f = Bv.

• Resorte K con relación constitutiva f = K
∫

vdt.

• Inercia M con relación constitutiva f = M
dv

dt
.

• Palanca T con relación constitutiva f2 =
b

a
f1, v1 =

b

a
v2, donde a, b son los

respectivos brazos de palanca.

f, v se llaman variables de potencia ya que su producto resulta en la potencia
instantánea que se aplica al elemento. p = fv
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Elementos de Sistemas Mecánicos - (Rotación)

Los elementos básicos relacionan las variables de potencia torque τ y velocidad angular

ω,

(

dθ

dt

)

siendo:

• Rozamiento B con relación constitutiva τ = Bω.

• Resorte K con relación constitutiva τ = K
∫

ωdt.

• Inercia J con relación constitutiva τ = J
dω

dt
.

• Reducción T con relación constitutiva
n1

r1
=

n2

r2
. Utilizando la relación cinemática

r1ω1 = r2ω2 y la relación de conservación de la potencia τ1ω1 = τ2ω2 donde
n1, n2 son los respectivos números de dientes de los respectivos engranes y
r1, r2 sus respectivos rayos, se llega a las relaciones de transformación:

τ2 =
n2

n1
τ1 y ω2 =

n1

n2
ω1

τ, ω se llaman variables de potencia ya que su producto resulta en la potencia
instantánea que se aplica al elemento. p = τω
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Motor de Corriente Continua

El motor CC ideal es considerado también como generador. Si se aplica potencia en el
puerto eléctrico, se recoge la misma potencia en el puerto mecánico (motor). Si por otro
lado se aplica potencia en el puerto mecánico se recoge la misma potencia en el puerto
eléctrico (generador).
Las relaciones constitutivas del motor CC ideal son:

e = Kmωm (Km es la constante del motor, ω =
dθ

dt
)

τm = Kmia

e
K

B

ia

τm
θm
ωm

θL
ωL

JL

Km
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Modelado de Sistemas Mecánicos - (Newton)

F
k

x1 x2

m1 m2

ν (coef. fricción)

m1ẍ1 = F − k(x1 − x2)− νẋ1

m2ẍ2 = k(x1 − x2)− νẋ2

y = x2

ẋ1 = v1

v̇1 = F/m1 − (k/m1)(x1 − x2)− (ν/m1)v1

ẋ2 = v2

v̇2 = (k/m2)(x1 − x2)− (ν/m2)v2

y = x2
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Modelado de Sistemas Mecánicos - (Newton)

Representación de estado:















ẋ1

v̇1

ẋ2

v̇2















=















0 1 0 0

−k/m1 −ν/m1 k/m1 0

0 0 0 1

k/m2 0 −k/m2 −ν/m2





























x1

v1

x2

v2















+















0

1/m1

0

0















F

y =
[

0 0 1 0
]















x1

v1

x2

v2















+
[

0
]

F

ẋ = Ax+ Bu

y = Cx+Du
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Modelado Electro-Mecánico

Un motor CC con constante Km fricción interna Bm y momento de inercia del rotor Jm
es controlado por armadura con resistencia Ra e inductancia La. El motor actúa a
través de una reducción de relación n1 : n2 sobre un eje elástico de constante elástica
K que por su vez acciona una carga con momento de inercia JL y con rozamiento
viscoso de coeficiente B. El ángulo de rotación del rotor se indica por θm y el de la
carga por θL. Sobre la carga JL actúa un par externo τL. Nos interesa describir la
evolución de θL en función de E y τL

E eb

K

BL
Bm

ia
Ra

La

τm
θm
ωm

θ2, ω2 τL

τ1 τ2

n1

n2

θL
ωL

JL

Jm
Km
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Modelado Electro-Mecánico

E = Raia + La
dia

dt
+ eb Circuito eléctrico

eb = Kmωm

τm = Kmia
Motor CC

Jmω̇m = τm −Bmωm − τ1

JLω̇L = τL −BLωL + τ2

τ2 = K(θ2 − θL)

Mecánica del motor y de la carga

substituyendo las relaciones de la reducción τ2 = (n2/n1)τ1, θ2 = (n1/n2)θm

obtendremos el sistema de ecuaciones diferenciales abajo, donde ω = θ̇

Raia + La
dia

dt
+Kmωm = E

Jmω̇m +Bmωm +

(

n1

n2

)2

Kθm = Kmia +
n1

n2
KθL

JLω̇L +BLωL +KθL = τL +
n1

n2
Kθm
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Modelado Electro-Mecánico

Arreglando un poco

(

Ra + La
d

dt

)

ia +Km
d

dt
θm = E

(

Jm
d2

dt2
+Bm

d

dt
+

(

n1

n2

)2

K

)

θm −Kmia − n1

n2
KθL = 0

(

JL
d2

dt2
+BL

d

dt
+K

)

θL − n1

n2
Kθm = τL

o también















Ra + La
d

dt
Km

d

dt
0

−Km Jm
d2

dt2
+Bm

d

dt
+

(

n1

n2

)2

K −n1

n2
K

0 −n1

n2
K JL

d2

dt2
+ BL

d

dt
+K























ia

θm

θL









=









E

0

τL








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Modelado Electro-Mecánico

Otra representación se obtiene eliminando por substitución las ecuaciones estáticas
(circuito eléctrico y motor) e incorporando las relaciones θ̇m = ωm, θ̇L = ωL

reduciendo el sistema a la estructura

ẋ = Ax+Bu+B1w

y = Cx+Du

Raia + La
dia

dt
+Kmωm = E

θ̇m = ωm

Jmω̇m +Bmωm +

(

n1

n2

)2

Kθm = Kmia +
n1

n2
KθL

θ̇L = ωL

JLω̇L +BLωL +KθL = τL +
n1

n2
Kθm
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Modelado Electro-Mecánico

Haciendo x = [ia, θm ωm θL ωL]
T , u = E, w = τL llamando n = n1/n2 tendremos:

ẋ =





















−Ra
La

0 −Km
La

0 0

0 0 1 0 0
Km
Jm

−n2 K
Jm

−Bm
Jm

n K
Jm

0

0 0 0 0 1

0 n K
JL

0 − K
JL

−BL
JL





















x+



















1
La

0

0

0

0



















u+





















0

0

0

0

1
JL





















w

y =
[

0 0 0 0 1
]

x

que se conoce como Representación de Estado
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Linealización

Un operador diferencial D[] se dice lineal siempre y cuando obedezca las relaciones:

• Si D[x] = u entonces D[λx] = λu para todo λ ∈ R

• Si D[x] = u y D[y] = v entonces D[αx+ βy] = αu+ βv para (α, β) ∈ R× R

Ejemplos:

t2ÿ + sin(3t)ẏ + 5y = e−2t D[] = t2
d2[]

dt2
+ sin(3t)

d[]

dt
+ 5[] lineal

ÿ + 3 sin(y)ẏ + y = 4 D[] =
d2[]

dt2
+ sin[]

d[]

dt
+ 1[] no lineal

ẍ+ 3x = sin(t) D[] =
d2[]

dt2
+ 3[] lineal
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Linealización

En este curso trataremos apenas de sistemas dinámicos lineales a coeficientes
constantes de estructura

cn
dny

dtn
+ cn−1

dn−1y

dtn−1
+ · · ·+ c1

dy

dt
+ c0y = f(t) (ci ∈ R)

Los sistemas no lineales que nos rodean por doquier, serán previamente linealizados en
un entorno de su punto operativo: serán substituidos por una aproximación lineal válida
para un entorno del punto operativo

Punto operativo (x∗, u∗) es el punto en que se asume que el sistema funcionará en
régimen de producción estable (punto regulado).

La determinación de los puntos operativos se efectúa sobre el conjunto de puntos de
equilibrio (estables y/o inestables) que vienen dados por la imposición de velocidades
nulas.

ẋ = 0 = f(x∗, u∗) =⇒ u∗ = u∗(x∗)
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Linealización

Si f(x, u) es una función regular en un entorno del punto (x0, u0) se puede calcular su
expansión en series de Taylor en el entorno del punto de regularidad.

f(x, u) = f(x0, u0) +
∂f

∂x

∣

∣

∣

x0,u0

(x− x0) +
∂f

∂u

∣

∣

∣

x0,u0

(u− u0) +O2(x− x0, u− u0)

Llamando δf = f(x, u)− f(x0, u0), δx = x− x0, δu = u− u0 tendremos:

δf =

(

∂f

∂x

∣

∣

∣

x0,u0

)

δx+

(

∂f

∂u

∣

∣

∣

x0,u0

)

δu+O2(δx, δu)

Así δf es la representación incremental de f(x, u) en un entorno adecuado de (x0, u0)

(adecuado siempre y cuando O2(x− x0, u− u0) sea lo suficientemente pequeño)
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Linealización

Sea el sistema no lineal en la forma

ẋ = f(x, u)

y = h(x, u)

Sus puntos de equilibrio (puntos operativos) son dados por

0 = f(x∗, u∗)

y∗ = h(x∗, u∗)

Efectuando la expansión en series de Taylor en un entorno del punto {x∗, u∗}

δẋ =

(

∂f

∂x

∣

∣

∣

x∗,u∗

)

δx+

(

∂f

∂u

∣

∣

∣

x∗,u∗

)

δu+O2(x, u)

δy =

(

∂h

∂x

∣

∣

∣

x∗,u∗

)

δx+

(

∂h

∂u

∣

∣

∣

x∗,u∗

)

δu+O2(x, u)
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Linealización

con

δx = x− x∗, δu = u− u∗, δy = y − y∗

despreciando infinitésimos de orden superior se llega a la versión linealizada del
sistema, para un entorno del punto {x∗, u∗}

δẋ = Aδx+ Bδu

δy = Cδx+Dδu

A =

















∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xn

...
...

. . .
...

∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

· · · ∂fn
∂xn

















x∗,u∗

B =

















∂f1
∂u
∂f2
∂u

...
∂fn
∂u

















x∗,u∗

C =
[

∂h
∂x1

∂h
∂x2

· · · ∂h
∂xn

]

x∗,u∗

D = [ ∂h
∂u

]x∗,u∗

Teorı́a del Control– p. 48/107



Linealización

Sea el regulador de Watt:

y = Y0 − 2L2 cosφ

H = mω2L1 sinφ

V = mg

R = Bẏ = 2BL2 sinφφ̇

mL2
1φ̈ = HL1 cosφ− V L1 sinφ−RL2 sinφ

haciendo φ = x1, u = ω, φ̇ = x2

ẋ1 = x2

ẋ2 = − g

L1
sinx1 − 2

B

m

(

L2

L1

)2

sin2 x1x2 + u2 sinx1 cos x1

y = Y0 − 2L2 cosx1

L1
L2

Y0

H

y

V
R

m

B

ω

φ
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Linealización

∂f

∂x
=







0 1

− g

L1
cosx1 − 4B

m

(

L2

L1

)2

cos x1 sinx1 + cos(2x1)u
2 −2B

m

(

L2

L1

)2

sin2 x1







∂f

∂u
=





0

2u cosx1 sinx1





∂y

∂x
=
[

2L2 sinx1 0
]

,
∂y

∂u
= 0

y para el punto operativo

x∗

1 = cos−1

(

g

L1u2

)

, x∗

2 = 0

tendremos las matrices A,B,C,D correspondientes.
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Linealización

A =









0 1
(

g

L1u

)2

− u2 −2B

m

(

L2

L1

)2
(

1−
(

g

L2u

)2
)









B =









0

2g

L1u

√

1−
(

g

L1u2

)2









C =

[

2L2

√

1−
(

g

L1u2

)2

0

]

D =
[

0
]
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Formulaciones: Estado× Entrada-Salida

Cualquier ecuación diferencial lineal ordinaria puede ponerse en una representación de
estado equivalente.

c3
d3y

dt3
+ c2

d2y

dt2
+ c1

dy

dt
+ c0y = bu

haciendo y = x1, ẋ1 = x2, ẋ2 = x3 podremos montar el sistema equivalente

ẋ1 = x2

ẋ2 = x3

ẋ3 = − c2

c3
x3 − c1

c3
x2 − c0

c3
x1 +

b

c3
u

y = x1

Cualquier sistema de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias de primer orden
puede ponerse en la forma

ẋ = Ax+ Bu

y = Cx+Du
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Formulaciones: Estado× Entrada-Salida

Para el sistema anterior en representación de estado tendremos:

ẋ =











0 1 0

0 0 1

− c0

c3
− c1

c3
− c2

c3











x+











0

0
b

c3











u

y =
[

1 0 0
]

x+
[

0
]

u

y para la representación entrada-salida

y =

(

C

(

I
d

dt
−A

)−1

B +D

)

u ⇐⇒ y = b

(

c3
d3

dt3
+ c2

d2

dt2
+ c1

d

dt
+ c0

)−1

u
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Formulación de Estado. Solución

La solución de la ecuación diferencial lineal ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) puede proponerse
como la suma de dos parcelas: x(t) = xh(t) + xp(t) donde xh(t) es la solución de la
ecuación homogénea (ẋh(t) = Axh(t)) y xp(t) es una solución particular. La solución
de la homogénea se obtiene fácilmente: xh(t) = eAtC. La solución particular se puede
obtener como sigue: Sea xp(t) = eAtC(t). Substituyendo en la ecuación diferencial se
obtiene

eAtĊ(t) + Axp(t) = Axp(t) +Bu(t) ⇒ Ċ(t) = e−AtBu(t)

siendo

C(t) =

∫ t

0
e−AτBu(τ)dτ

entonces xp(t) = eAt

∫ t

0
e−AτBu(τ)dτ =

∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ . La solución completa

queda:

x(t) = eAtx0 +

∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ
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Ejemplo

A =





0 1

−1 0



 , B =





0

1



 , u = 1(t)

eAt =





1 0

0 1



+





0 1

−1 0



 t+
1

2!





0 1

−1 0





2

t2 +
1

3!





0 1

−1 0





3

t3 + · · ·

eAt =





1− t2

2
+ t4

24
− t6

720
+ · · · t− t3

6
+ t5

120
+ · · ·

−t+ t3

6
− t5

120
+ · · · 1− t2

2
+ t4

24
− t6

720
+ · · ·



 =





cos t sin t

− sin t cos t





∫

eA(t−τ)Bu(τ)dτ =

∫





cos(t− τ) sin(t− τ)

− sin(t− τ) cos(t− τ)









0

1



1(τ)dτ

∴ x(t) =





cos t sin t

− sin t cos t









x1
0

x2
0



+





1− cos t

sin t




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Plano de Fase

Las ecuaciones del movimiento resultan

x1(t) = x20 sin t + (x10 − 1) cos t + 1

x2(t) = x20 cos t − (x10 − 1) sin t

Las órbitas del plano de fase se obtienen eliminando el parámetro t. Este caso es sencillo pues

sin t = −
(x10 − 1)x2(t) − x20x1(t) + x20

x2
10 + x2

20 − 2x10 + 1

cos t =
(x10 − 1)x1(t) + x20x2(t) + x10

x2
10 + x2

20 − 2x10 + 1

de la identidad

sin2 t + cos2 t = 1

se obtiene

(x1(t) − 1)2 + x2
2(t) = (x10 − 1)2 + x2

20

que son circunferencias concéntricas en el punto (1, 0), con rayo
√

(x10 − 1)2 + x2
20

Teorı́a del Control– p. 56/107



Plano de Fase

Para los sistemas ẋ = Aix+Bu, {i = 1, 2, 3} con u = 1(t)

A1 =





0 1

−1 −1



 , A2 =





0 1

−1 0



 , A2 =





0 1

0 0



 , B =





0

1





la formulación de estado proporciona los planos de fase de la figura
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Observabilidad y Controlabilidad

S =







ẋ = f(x, u)

y = h(x, u)

Controlabilidad Se dice que el sistema S es controlable cuando a
través del comando u(t) y en un tiempo finito, se puede llevar su
estado de un punto x(0) a cualquier otro punto del dominio de
estados x(t)

Observabilidad Se dice que el sistema S es observable cuando a través
de las historias {y(τ), u(τ)}, τ ∈ [0, t] y en un tiempo finito, se
puede calcular el estado x(t) actual.
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Observabilidad y Controlabilidad

V̇ = u− q

q = K
√
y

V = Sy

∴ V̇ +
K√
S

√
V = u

La linealización para el punto operativo
u∗ − q∗ = 0.

δV̇ = AδV +Bδu, δy = CδV

donde δV = V − V ∗, δu = u− u∗

A = −1

2

K√
SV ∗

, B = 1, C = 1/S

u

y

D

q
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Observabilidad y Controlabilidad

estado a)

[

δV̇1

δV̇2

]

=









−
1

2

K1
√

S1V ∗

1

0

0 −
1

2

K2
√

S2V ∗

2









[

δV1

δV2

]

+

[

1 0

0 1

][

δu1

δu2

]

estado b)

[

δV̇1

δV̇2

]

=









−
1

2

K1
√

S1V ∗

1

0

0 −
1

2

K2
√

S2V ∗

2









[

δV1

δV2

]

+

[

1

1

]

δu

u1 u2

u

y1
y1

y2y2

D1D1
D2D2

q1 q1q2 q2

a+c) Controlable y Observable b+c) Observable y no Controlable (D1 ≡ D2)
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Observabilidad y Controlabilidad

observación c)

[

δy1

δy2

]

=

[

1/S1 0

0 1/S2

][

δV1

δV2

]

observación d) a1δy1+a2δy2 =
[

c1 c2

]

[

δV1

δV2

]

, ai = −
Ki

2

√

Si

V ∗

i

, ci = −
1

2

Ki
√

SiV ∗

i

u1 u2

u

y1y1 y2y2

D1D1 D2D2

qq
a+d) Contr. y no Observable (D1 ≡ D2) b+d) no Observ. y no Controlable (D1 ≡ D2)
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Observabilidad y Controlabilidad

Cuando un sistema representado a través de una versión de estado queda con la matriz A en la
forma diagonal (transformación de Jordan para matrices con todos sus autovalores distintos) se
puede concluir sobre su observabilidad y controlabilidad.

ẋ =

















a1 0 · · · 0

0 a2

. . .
...

...
. . .

. . . 0

0 · · · 0 an

















x +















b1

b2
...
bn















u

y =
(

c1 c2 · · · cn

)

x

• El estado asociado a ai es controlable si y solo si linea la bi es no nula.

• El estado asociado a ai es observable si y solo si la columna ci es no nula.

• El sistema A, B, C, es completamente controlable si y solo si todos los bi son no nulos.

• El sistema A, B, C, es completamente observable si y solo si todos los ci son no nulos.

Para sistemas que no estén en la forma de Jordan, se utilizan las matrices de Controlabilidad y
Observabilidad.
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Observabilidad y Controlabilidad

Un sistema lineal en versión de estado con n estados

ẋ = Ax + Bu

y = Cx + Du

• Es controlable si y solo si la matriz de controlabilidad

Wc =
(

An−1B An−2B · · · B
)

es de rango máximo (n)

• Es observable si y solo si la matriz de observabilidad

Wo =















C

...
CAn−2

CAn−1















es de rango máximo (n)
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TEMA 3. Mod. de Sist. Dinámicos Lineales

• Transformada de Laplace.

• Uso de las tablas de transformadas

• Función de transferencia.

• Diagrama de bloques.

• Retardos puros.

• Bucle típico de regulación

• Propiedades de los sistemas lineales
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Pierre-Simon Laplace 1749-1827

De origen humilde nació en 1749.
Legendre y Lagrange fueron sus
contemporáneos. Entre sus obras

principales se pueden citar: Traité de
mécanique celeste, Théorie analytique
des probabilités A él se debe la famosa

Transformada de Laplace que fue la
llave principal al establecimiento del
Cálculo Operacional de Heavside
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Transformada de Laplace

La transformada de Laplace se define como

L[y(t)] =

∫

∞

0
e−sty(t)dt = Y (s)

y(t) = L−1[Y (s)] =
1

2πj

∫ σ+j∞

σ−j∞

estY (s)ds, σ > 0

Propiedad importante:

L[dy(t)
dt

] = sY (s)− y(0)

y de modo recursivo

L[d
ny(t)

dtn
] = snY (s)−

n
∑

i=1

si−1y(n−i)(0)

los y(i) son las condiciones iniciales en el proceso de integración.

En nuestro curso, consideraremos y(i) = 0 (condiciones iniciales nulas) salvo
indicación en contrario.
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Propiedades Básicas

Linealidad L[α1y1(t) + α2y2(t)] = α1Y1(s) + α2Y2(s)

Traslación Temporal L[y(t− T )] = e−sTY (s)

Traslación en Frecuencia L[e−αty(t)] = Y (α+ s)

Convolución L[F (s)G(s)] =
∫ t

0
f(t− τ)g(τ)dτ

Derivada L[ ddty(t)] = sY (s)− y(0)

Integral L[
∫ t

0
y(τ)dτ ] =

Y (s)

s

Valor Final ĺım
s→0

sY (s) = y(∞)

Valor Inicial ĺım
s→∞

sY (s) = y(0+)
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Resultado principal

La transformada de Laplace aplicada a una Ecuación Diferencial
Ordinaria a Coeficientes Constantes (EDOCC) (cc.ii nulas)

an
dny

dtn
+ an−1

dn−1y

dtn−1
+ · · ·+ a0y = bm

dmu

dtm
+ bm−1

dm−1u

dtm−1
+ · · ·+ b0u

nos lleva a la EDOCC transformada

(ans
n + an−1s

n−1 + · · ·+ a0)Y (s) = (bmsm + bm−1s
m−1 + · · ·+ b0)U(s)

o sea

Y (s) = G(s)U(s)

donde

G(s) =
bmsm + bm−1s

m−1 + · · ·+ b0

ansn + an−1sn−1 + · · ·+ a0

Teorı́a del Control– p. 68/107



Uso de las Tablas de Transformadas

F (s) f(t)

1 δ(t)

1
sn

tn−1

(n−1)!
1(t)

1
s+α

e−αt
1(t)

1
(s+α)(s+β)

e−αt
−e−βt

β−α
1(t)

s+c
(s+α)(s+β)

(c−α)e−αt
−(c−β)e−βt

β−α
1(t)

1
s(s+α)(s+β)

(

1
αβ

+ βe−αt
−αe−βt

αβ(α−β)

)

1(t)

s+c
s(s+α)(s+β)

(

c
αβ

+ c−α
α(α−β)

βe−αt + c−β
β(β−α)

e−βt
)

1(t)

1
(s+α)(s+β)(s+γ)

(

e−αt

(β−α)(γ−α)
+ e−βt

(α−β)(γ−β)
+ e−γt

(α−γ)(β−γ)

)

1(t)

s+c
(s+α)(s+β)(s+γ)

(

c−α
(β−α)(γ−α)

e−αt + c−β
(α−β)(γ−β)

e−βt + c−γ
(α−γ)(β−γ)

e−γt
)

1(t)

1
s2+β2

1
β
sin(βt)1(t)

s
s2+β2 cos(βt)1(t)

1
(s+α)2+β2

1
β
e−αt sin(βt)1(t)
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Transformada Inversa - (Residuos)

Y (s) = k
N(s)

D(s)
, grado(N(s)) < grado(D(s))

D(s) = s
n
+ an−1s

n−1
+ · · · + a0 = (s + pn)(s + pn−1) · · · (s + p1)

Y (s) = k
N(s)

(s + pn)(s + pn−1) · · · (s + p1)

Raíces distintas p1 6= p2 6= · · · 6= pn

Y (s) = k
N(s)

(s + pn)(s + pn−1) · · · (s + p1)
=

c1

s + p1

+ · · · +
cn−1

s + pn−1

+
cn

s + pn

para determinar ci

k
(s + pi)N(s)

(s + pn) · · · (s + pi) · · · (s + p1)
=

(s + pi)c1

s + p1

+ · · · + ci + · · · +
(s + pi)cn

s + pn

ci = ĺım
s→−pi

(s + pi)Y (s)
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Ejemplo

Y (s) =
5

s2 + 3s + 2
=

5

(s + 1)(s + 2)

Y (s) =
c1

s + 1
+

c2

s + 2

c1 = ĺım
s→−1

(s + 1)Y (s) = ĺım
s→−1

5

s + 2
= 5

c2 = ĺım
s→−2

(s + 2)Y (s) = ĺım
s→−2

5

s + 1
= −5

Y (s) =
5

s + 1
+

−5

s + 2

y(t) = L
−1

[Y (s)] = (5e
−t

− 5e
−2t

)1(t)
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Aplicación de las tablas

Determinar la respuesta a escalón unitario de la función de transferencia

G(s) =
K

(s+ p)[(s+ α)2 + β2]

resolviendo

K

(s+ p)[(s+ α)2 + β2]

1

s
=

A0

s
+

A1

s+ p
+

sC +D

(s+ α)2 + β2

se obtienen las constantes

A0 = K
p(α2+β2)

A1 = − K
p[(p−α)2)+β2]

C = − K(p−2α)

(α2+β2)[(p−α)2+β2]

D = − K(2pα−3α2+β2)
(α2+β2)[(p−α)2+β2]
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Respuesta Impulsiva

La respuesta impulsiva de un sistema dinámico lineal es muy importante ya que a través de ella se
puede calcular su respuesta a cualquier estímulo. Sea Y (s) = G(s)U(s) si
u(t) = δ(t) =⇒ U(s) = 1 por tanto

L[Y (s)] = L[G(s)] = g(t), u(t) 6= δ(t) =⇒ y(t) =

∫

t

0

g(t − τ)u(τ)dτ

Ejemplo:

G(s) =
k

s + a
=⇒ g(t) = ke

−at
(respuesta impulsional)

Si ahora se quiere saber la respuesta de G(s) a un escalón se procede como sigue:

y(t) =

∫

t

0

g(t − τ)u(τ)dτ =

∫

t

0

ke
−a(t−τ)

1(τ)dτ = ke
−at

∫

t

0

e
aτ

dτ

y(t) =
k

a
(1 − e−at)
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Cálculo simbólico

MATLAB

>> syms a w t s;
>> f1 = exp(-a * t) * sin(w * t);
>> F1 = laplace(f1)

F1 = w/((s+a)ˆ2+wˆ2)

>> f10 = ilaplace(F1)

f10 =
w/(-4 * wˆ2)ˆ(1/2) *

(exp((-a+1/2 * (-4 * wˆ2)ˆ(1/2)) * t)
-exp((-a-1/2 * (-4 * wˆ2)ˆ(1/2)) * t))

>>

MATHEMATICA

f1 = Exp[-a t] Sin[w t];
F1 = LaplaceTransform[f1,t,s]

w

a2 + 2as+ s2 + w2

InverseLaplaceTransform[F1,s,t]

e
−atSin[tw]
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Expansión en Fracciones

>> s=tf(’s’);
>> sys = 10 * s* (s+4)/((s+2) * (sˆ2+s+5))

Transfer function:
10 sˆ2 + 40 s

----------------------
sˆ3 + 3 sˆ2 + 7 s + 10

>> [num,den]=tfdata(sys,’v’);
>> [r,p,k] = residue(num,den)

r = 7.8571 - 1.4748i
7.8571 + 1.4748i

-5.7143

p = -0.5000 + 2.1794i
-0.5000 - 2.1794i
-2.0000

k = []

10s2 + 40s

s3 + 3s2 + 7s + 10
=

7.8571 − 1.4748i

s + 0.5000 − 2.1794i
+

7.8571 + 1.4748i

s + 0.5000 + 2.1794i
+

−5.7143

s + 2
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Función de Transferencia

Aplicando la Transformada de Laplace a los diversos procesos
modelados en el ejemplo de la caldera, tendremos:

Gc(s) =
U(s)

E(s)
= kp

Gu(s) =
Q(s)

U(s)
=

1

a1s+ a2

Gp(s) =
Ts(s)

Q(s)
=

1

mcs+ V c

Go(s) =
To(s)

Ts(s)
=

1

RCs+ 1

Ge(s) =
δe(s)

Te(s)
= V c

y se puede efectuar una representación de la relación de señales
conocida como diagrama de bloques.
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Representación por Diagrama de Bloques

-
++
+

Yr(s) Y (s)
Gc(s) Gu(s)

Go(s)

Gp(s)

δe(s)

Teorı́a del Control– p. 77/107



Caracterización de la FT

G(s) =
bms

m + bm−1s
m−1 + · · · + b0

ans
n + an−1s

n−1 + · · · + a0
=

N(s)

D(s)

• Ceros del sistema: raíces de N(s) = 0.

• Polos del sistema: raíces de D(s) = 0.

• Grado relativo: n−m.

• FT propia: m ≤ n.

• FT estrictamente propia: m < n.

• FT impropia: m > n
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Representación de la FT - Controlabilidad

ẋ3 x3 x2 x1

U(s)

U(s)

Y (s)

Y (s)

G(s) =
s3(s−1 + 0.5s−2 + 3s−3)X(s)

s3(1 + s−1 + 4s−2 + 2s−3)X(s)
=

Y (s)

U(s)

Y (s) = (s−1 + 0.5s−2 + 3s−3)X(s)

U(s) = (1 + s−1 + 4s−2 + 2s−3)X(s)

ẋ1 = x2

ẋ2 = x3

ẋ3 = u− (2x1 + 4x2 + x3)

y = 3x1 + 0.5x2 + x3
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Representación de la FT - Serie

x3 x2 x1
U(s) Y (s)

G(s) =
6(s+ 3)

s3 + 8s2 + 17s+ 10

G(s) =
6(s+ 3)

(s+ 1)(s+ 2)(s+ 5)
Y (s)

U(s)
=

6(s+ 3)X(s)

(s+ 1)(s+ 2)(s+ 5)X(s)

ẋ1 = −5x1 + x2

ẋ2 = −2x2 + x3

ẋ3 = −x3 + u

y = 6ẋ1 + 18x1 = 6(−5x1 + x2) + 18x1 = −12x1 + 6x2
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Representación de la FT - Jordan

1

s+5

x3

x2

x1

U(s) Y (s)

G(s) =
6(s+ 3)

s3 + 8s2 + 17s+ 10

G(s) =
6(s+ 3)

(s+ 1)(s+ 2)(s+ 5)

G(s) =
3

s+ 1
− 2

s+ 2
− 1

s+ 5

ẋ1 = −x1 − 3u

ẋ2 = −2x2 + 2u

ẋ3 = −5x3 + u

y = x1 − x2 − x3

También conocida como representación paralela
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Modelado de Sistemas Lineales

• Espacio de Estados

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) ecuación de estado
y(t) = Cx(t) + Du(t) ecuación de las salidas
x(0) = x0 condición inicial

• Función de Transferencia (Entrada-Salida)

Y (s) = G(s)U(s)

aplicando la transformada de Laplace a la representación de estado

sX(s) − x0 = AX(s) + BU(s)

Y (s) = CX(s) + DU(s)

de donde se obtiene (con x0 = 0):

Y (s) = C[sI − A]
−1

x0 +
{

C[sI − A]
−1

B + D
}

U(s) ∴ G(s) = C[sI − A]
−1

B + D
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Principio de Causalidad

Causa =⇒ Efecto

Los sistemas físicos obedecen la ley de causalidad: primero la causa y sigue el efecto. Para que un
sistema lineal descrito en la forma de estado obedezca esta ley es necesario y suficiente que la
matriz D sea nula.

ẋ = Ax + Bu

y = Cx

Ya para que un sistema lineal descrito en la versión entrada-salida (función de transferencia) sea
causal, es necesario y suficiente que su función de transferencia sea estrictamente propia (m < n).
Ejemplo:

Gp(s) =
s + 1

s(s + 3)
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FT× Formulación de Estado

Sea el sistema lineal

ẋ1 = a11x1 + a12x2 + b1u

ẋ2 = a21x1 + a22x2 + b2u

y = c1x1 + c2x2

Su función de transferencia queda:

G(s) = C(sI − A)
−1

B =
[

c1 c2

]

([

s 0

0 s

]

−

[

a11 a12

a21 a22

])

−1 [

b1

b2

]

(sI−A)−1 =

[

s − a11 −a12

−a21 s − a22

]

−1

=
1

(s − a11)(s − a22) − a12a21

[

s − a22 a12

a21 s − a11

]

∴ G(s) =
c1(b1(s − a22) + a12b2) + c2(b2(s − a11) + a21b1)

(s − a11)(s − a22) − a12a21
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FT× Formulación de Estado

La función de transferencia de un sistema lineal en la representación de estado con
condiciones iniciales nulas, se obtiene transformando Laplace.

sX(s) = AX(s) + BU(s)

Y (s) = CX(s) +DU(s)

de donde se obtiene
Y (s)

U(s)
= G(s) = C(Is−A)−1B +D

efectuando las cuentas en el ejemplo de dos masas muelle rozamiento obtendremos:

G(s) =
k

s[m1m2s3 + ν(m1 +m2)s2 + (k(m1 +m2) + ν2)s+ 2νk]
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Formulación de Estado - Invariancia

Existen infinitas versiones equivalentes de estado para un mismo sistema. Si x representa el estado
de S1 haciendo x = Tz donde T es una matriz invertible, el sistema S2 representado por z es el
mismo S1 sometido a un cambio de coordinadas.

S1 =

{

ẋ = Ax + Bu

y = Cx + Du
=⇒ (x = Tz) =⇒ S2 =

{

T ż = ATz + Bu

y = CTz + Du

∴ S2 =

{

ż = T−1ATz + T−1Bu

y = CTz + Du

La función de transferencia asociada al sistema S2

G2(s) = CT (sI − T−1AT )−1T−1B + D

= CT (sT−1T − T−1AT )−1T−1B + D

= CTT−1(sI − A)TT−1B + D

= C(sI − A)B + D

∴ G1(s) = G2(s)
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Cambios importantes de coordinadas

Si escogemos como transformación x = Wcz y efectuamos

{

ẋ = Ax + Bu

y = Cx + Du

}

x = Wcz

⇐⇒













W−1
c AWc

... W−1
c B

· · · · · · ·

CWc

... D













la tabla estará en la forma canónica de controlabilidad (semejante a la forma de Frobenius). Ejemplo:































1 2 0
... 1

3 0 −1
... −1

5 −2 1
... 3

· · · · · · · · · · · · · · ·

1 2 0
... 0































x = Wcz

⇐⇒































2 1 0
... 0

7 0 1
... 0

−18 0 0
... 1

· · · · · · · · · · · · · · ·

−27 −1 −1
... 0






























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Cambios importantes de coordinadas

Si escogemos como transformación x = W−1
o z y efectuamos

{

ẋ = Ax+ Bu

y = Cx + Du

}

x = W−1
o z

⇐⇒













WoAW−1
o

... WoB

· · · · · · ·

CW−1
o

... D













la tabla estará en la forma canónica de observabilidad . Ejemplo:































1 2 0
... 1

3 0 −1
... −1

5 −2 1
... 3

· · · · · · · · · · · · · · ·

1 2 0
... 0































x = W−1
o z

⇐⇒































0 1 0
... −1

0 0 1
... −1

−18 7 2
... −27

· · · · · · · · · · · · · · ·

1 0 0
... 0






























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Formulación de Estado - Composición

La composición serie de dos sistemas S1 y S2

S1 =

{

ẋ1 = A1x1 + B1u1

y1 = C1x1 + D1u1
S2 =

{

ẋ2 = A2x2 + B2u2

y2 = C2x2 + D2u2

efectuando las substituciones u = u1, y = y2 tendremos:

S1−2 =























[

ẋ1

ẋ2

]

=

[

A1 0

B2C1 A2

][

x1

x2

]

+

[

B1

B2D1

]

u

y =
[

D2C1 C2

]

[

x1

x2

]

+ D2D1u

S1 S2

u = u1 u2 = y1
y = y2
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Formulación de Estado - Composición

La composición paralela de dos sistemas S1 y S2

S1 =

{

ẋ1 = A1x1 + B1u1

y1 = C1x1 + D1u1
S2 =

{

ẋ2 = A2x2 + B2u2

y2 = C2x2 + D2u2

efectuando las substituciones u = u1 = u2, y = y1 + y2 tendremos:

S1−2 =























[

ẋ1

ẋ2

]

=

[

A1 0

0 A2

][

x1

x2

]

+

[

B1

B2

]

u

y =
[

C1 C2

]

[

x1

x2

]

+ (D1 + D2)u

S1

S2

u1 = u

u2 = u

u

y1

y2

y = y1 + y2
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FT× Formulación de Estado

Para la ecuación diferencial con cc.ii. nulas

dny

dtn
+ an−1

dn−1y

dtn−1
+ · · · + a0y = bm

dmu

dtm
+ bm−1

dm−1u

dtm−1
+ · · · + b0u

aplicando Laplace se obtiene

(sn + an−1s
n−1 + · · · + a0)Y (s) = (bmsm + bm−1s

m−1 + · · · + b0)U(s)

haciendo ahora Ỹ (s) = U(s)/(sn + an−1s
n−1 + · · · + a0) se obtiene:

Y (s) =

j=m
∑

j=0

bjs
j
Ỹ (s) =

j=m
∑

j=0

bjXj+1(s), (Xj+1(s) = s
j
Ỹ (s)), (Xj+1(s) = sXj(s))

pero también U(s) =
∑j=n

j=0 ajs
j Ỹ (s) =

∑j=n
j=0 ajXj+1(s)

Teorı́a del Control– p. 91/107



FT× Formulación de Estado

Con estos resultados se puede representar

sX1(s) = X2(s)

sX2(s) = X3(s)

...
sXn(s) = −an−1Xn(s) − · · · − a0X1(s) + U(s)

Y (s) = bmXm+1(s) + · · · + b0X1(s)

o anti-transformando

ẋ1 = x2

ẋ2 = x3

...
ẋn = −an−1xn − · · · − a0x1 + u

y = bmxm+1 + · · · + b0x1
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FT× Formulación de Estado

Es inmediato pasar de la función de transferencia con n > m.

Y (s) = G(s)U(s) =
bmsm + bm−1s

m−1 + · · · + b0

sn + an−1sn−1 + · · · + a0

U(s)

para una de las posibles representaciones de estado, la llamada forma de Frobenius o canónica de
controlabilidad

ẋ =

















0 1 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 1

−a0 −a1 · · · −an−1

















x +











0

0

0

1











u

y =
[

b0 b1 · · · bm · · · 0
]

x

Las funciones de transferencia estrictamente propias (n > m) tienen la matriz D nula
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Diagrama de Bloques - Concepto

-
++
+

Yr(s) Y (s)
Gc(s) Gu(s)

Go(s)

Gp(s)

δe(s)
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Reducción de Diagrama de Bloques

+

+

+G1 G2 G3 G4

G5

G6

G7

G8

G(s) =
G1G2G3G4

1−G1G2G5 −G3G8 −G1G2G3 −G1G2G6G7
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Reducción de Diagrama de Bloques - Regla

+
-

+

+

-1

≡

Para agregados de estructura sencilla con todas mallas adyacentes, se puede utilizar
una simplificación de la regla de S. J. Mason:

El numerador se compone por la suma algebraica de los caminos independientes en la
dirección entrada-salida.

El denominador se compone por la unidad restada algebraicamente de los diversos
lazos de realimentación independientes.

Para sistemas complejos debe utilizarse la regla completa.
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Lazo típico

+
-

+

+
++
+

+

Yr(s)
Y (s)U(s)

Gc(s) Gp(s)

Go(s)

δe(s) δs(s)

δo(s)

Yr(s) Consigna Y (s) Salida

Gc(s) Controlador Gp(s) Planta

Go(s) Observador δo(s) Perturbación

δe(s) Perturbación δs(s) Perturbación

U(s) Actuación
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Relaciones de Lazo





Y

U



 =





GpGc Gp 1 −GpGcGo

Gc −GpGcGo −GcGo −GcGo





1 +GoGcGp















Yr

δe

δs

δo















La estabilidad depende de las raíces de

1 +GoGcGp = 0

o equivalentemente

DoDcDp +NoNcNp = 0
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Diagrama de Bloques - Caldera

-
++
+

Tr(s)
T (s)

kp

Te(s)

V c

1

a1s+ a2

1

RCs+ 1

1

mcs+ V c

δe(s)

Teorı́a del Control– p. 99/107



Diagrama de Bloques - Descomposición

-
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+

++
+

-
++
+

+

-1

Tr

Tr T1

T

T2

Te

Te

Gd

Gd

Gc

Gc

Gc

Gu

Gu

Gu

Go

Go

Go

Gp

Gp

Gp

δe

δe

T = T1 + T2 =
GcGuGp

1 +GoGcGuGp

Tr +
GdGp

1 +GoGcGuGp

Te
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Respuesta Temporal - Caldera

La función de transferencia queda:

T (s) =
kc(RCs + 1)

(RCs + 1)(a1s + a2)(mcs+ V c) + kc

Tr(s)

+
V c(RCs+ 1)(a1s + a2)

(RCs + 1)(a1s + a2)(mcs+ V c) + kc

Te(s)

dando valores RC = 10, a1 = 1, a2 = 2, V c = 1, mc = 1, kc = 2 y también suponiendo que
Tr(t) = 10 × 1(t), Te(t) = (1 + sin 0.2t)1(t) tendremos:

T (s) =
2(10s+ 1)

(10s+ 1)(s + 2)(s + 1) + 2

10

s

+
(10s + 1)(s+ 2)

(10s+ 1)(s + 2)(s + 1) + 2

(

1

s
+

0.2

s2 + 0.22

)
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Respuesta Temporal - Caldera

10 20 30 40 50 60
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-0.25
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0.75

1

1.25

10 20 30 40 50 60

2

4
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8

10

Respuesta temporal T1(t) Respuesta Temporal T2(t)

Respuesta Temporal Completa T (t) = T1(t) + T2(t)
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Observabilidad y Controlabilidad (de nuevo)

El sistema caracterizado por las matrices

A =











−1 0 0 0

0 −2 0 0

0 0 −3 0

0 0 0 −4











, B =











1

1

0

0











C =
[

1 0 1 0
]

D = 0

ẋ1 = −x1 + u controlable
ẋ2 = −2x2 + u controlable
ẋ3 = −3x3 no controlable
ẋ4 = −4x4 no controlable
y = x1 + x3 x1, x3 observables, x2, x4 no observables

(s + 1)X1(s) = U(s)

(s + 2)X2(s) = U(s)

(s + 3)X3(s) = 0

(s + 4)X4(s) = 0

Y (s) = X1(s) + X3(s)
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Observabilidad y Controlabilidad (de nuevo)

+

U(s) Y (s)

1

s + 1

1

s + 2

1

s + 3

1

s + 4

La función de transferencia de un sistema lineal es formada por el subconjunto de los estados

controlables y observables. G(s) =
Y (s)

U(s)
=

1

s + 1
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Pérdida de Observabilidad por Cancelación

La función de transferencia y su respectiva versión de estado

{

Gp(s) = kp

s + a

s(s + b)

}

⇐⇒















ẋ =

(

0 1

0 −b

)

x +

(

0

1

)

u

y =
(

a 1
)

x















construyendo la matriz de observabilidad llegamos a:

Wo = kp

(

a 1

0 a − b

)

cuyo rango es 1 para a = b (cancelación), lo que implica en pérdida de observabilidad.

Si se cancela uno o más polos de una planta se pierde la observabilidad sobre el total de sus estados
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Retardos en Sistemas de Control

S0

S1

R1

h1

Qe

Qs

L

hr
Gc(s)

T ≈ L

(Qe/S0)
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Retardos en Sistemas de Control

T

u(t) u(t− T )

L[u(t− T )] =

∫

∞

0
u(ξ)e−(ξ+T )sdξ = e−sTL[u] = e−sTU(s)

�

�

�




Los retardos están entre las principales dificultades a superar en
el proyecto de sistemas de control. Este tipo de retardo surge
cuando la actuación y la medida están separadas.
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