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Diccionario Anaya

control [Del frances controler = comprobar, verificar]
1. Comprobacion [c. de calidad].
2. Autoridad [Tener el c. de una organizacion].
3. Autodominio [tiene el absoluto c. sobre si mismo].

4. etc.

Nuestro significado:

Imponer a un paciente un comportamiento deter-
minado.
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TEMA 1: Introduccion al control

* Introduccion historica: El problema del control.
* Taxonomia de sistemas.

* Concepto de planta: Sensores, actuadores, potencia
de céalculo, comunicaciones, algoritmos.

* Realimentacion: Lazo abierto y lazo cerrado,
resistencia a perturbaciones.

Transparencias de Introduccion al Control (en castellano) disponibles en:
http://csd.newcastle.edu.au/control
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Breve resefa historica

-350 Reloj de agua. (Ktesibios).

1624

1728

1868

1877

1890

1927

1932

1938

1942

1947

1948

1956

Incubadora. (Drebbel).

Regulador. (Watt).

Estabilidad del Regulador. (Maxwell).
Criterio de estabilidad.(Routh).

Estabilidad nolineal. (Lyapunov).

Amplificadores realimentados. (Black).

Criterio de estabilidad. (Nyquist).
Métodos en frecuencia. (Bode).
Sintonia de PID’s. (Ziegler-Nichols).
Sistemas muestreados. (Hurwitz).
Lugar de Raices. (Evans).

Principio del Maximum. (Pontriagin).
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Reloj de agua - Ktesibios

Ktesibios fue un barbero que vivié en la
primera mitad del siglo tercero anterior
a nuestra era. Se dice que invento
ademas del reloj que lleva su nombre,
la bomba hidraulica, el érganoy
diversos tipos de catapultas. El reloj de
Ktesibios media el tiempo con una
precision extraordinaria para la época.
El secreto residia en la regulacion del !
caudal de agua que alimentaba un

deposito cilindrico. l
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Reloj de Agua
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Servidor de Liquidos



Alarma de Tiempo
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Incubadora - Drebbel

Damper

Flue
2508

Mercurs

Fire
HHH“*;ﬂlcuhul
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Cornelius Van Drebbel 1572-1633

De origen holandés se establecio en Inglaterra. Fue el
inventor del primer submarino, probado en el rio Tamesis.
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Regulador de Watt

f_&_:; Measured Boiler
L]

speed i *Sluum

Metal

Output 4
shatt
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James Watt 1/36-1819

Hijo de un comerciante, nacio en
Escocia en 1736. Perfecciono la
obtencién de vapor de las calderas,
desarrollo dispositivos para transformar
el movimiento rotatorio en movimiento
de traslacion, bautiz6 el vocablo
horsepower, inventd el contador de
revoluciones, una maquina para copiar
esculturas, etc. El famoso regulador lo
invento en 1788. La unidad eléctrica de
potencia recibio el nombre de Watt en
su honor.
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Diagrama del Regulador de Watt

b
g s
A
El regulador de Watt puede regular c/;i : \_
automaticamente la velocidad angular e
de un motor, modulando la cantidad de ¢ y
vapor admitido. Su utilizacion 5 7 &
proporciono economia y calidad en los yc € °~_e_
productos industriales producidos por A f
maquinas alternantes. Fue una de las é 1}
conquistas mas determinantes en el e
desarrollo e industrializacion de la ' %
Inglaterra de su época. A k
. !

Teoria del Control- p. 14/107



Lazo abierto
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Lazo Cerrado
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Elementos del Lazo
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Sistemas Realimentados

* La informacion se transmite desde la entrada hacia la
salida y tambiéen desde la salida hacia la entrada.
(Lazo).

* La entrada depende del valor de la salida.

* Ventaja: la entrada (actuacion) es funcion de la salida
real, con lo que se pueden corregir los efectos de las
perturbaciones.
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Variables de Entrada-Salida
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Modelado de sub-procesos - Introduccion

Efectuar el modelado fisico de:
* Caldera (Planta).
* Perturbacion.
* Termdmetro (Sensor).
* Valvula de Control (Actuador).

* Algoritmo de Control.
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Sensores

Encoder ¢ptico: Sirve para detectar movimientos angulares de ejes.

Mas informaciones sobre sensores en:
http://www.info-ab.uclm.es/labelec/solar/componentes/SENSORES.htm
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TEMA 2: Modelado de sistemas dinamicos

* Introduccion al modelado.
* Espacio de estados: Representacion de estado.

* Ejemplos: Sistemas mecanicos, eléctricos, hidraulicos,
térmicos.

* Linealizacion: Modelos lineales en el espacio de
estados, solucion.

* Errores de modelado.

* Interconexion de sistemas.
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Sistemas y Variables

Sistema Conjunto de elementos que se relacionan entre si con un objetivo o
funcion determinado.

Variables de un Sistema. Conjunto minimo de magnitudes que definen el
comportamiento de un Sistema. A depender de su naturaleza se pueden
caracterizar los Sistemas como: mecanicos, eléctricos, econdmicos, bioldgicos,
etc.

Fronteras de un Sistema. Las fronteras de un Sistema son las interfases de
intercambio de energia y/o informacion con su medio ambiente.

Analisis de un Sistema. Medida externa de algunas (o todas) variables de un
Sistema con la finalidad de conocer su comportamiento cuantitativo.

Modelado de un Sistema. Conjunto de relaciones formales construidas a través de
leyes fisicas y/o relaciones empiricas que reproducen de manera cuantitativa el
comportamiento particular estudiado en un Sistema.
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Tipos y Representacion de los Sistemas

Variables de Estado. Conjunto minimo de variables del Sistema cuyo
conocimiento en un instante determinado, permite conocer la respuesta
cuantitativa del sistema ante perturbaciones o actuaciones.

Representacion Externa. Refleja el comportamiento Entrada-Salida permitiendo
ignorar el conocimiento de parte de las variables no accesibles del Sistema.

Representacion Interna. Descripcion del Sistema en que se requiere el
conocimiento de todas las variables internas y/o externas que describen su
funcionamiento.

Sistemas Estaticos. Sistemas sin memoria en que las salidas dependen
instantaneamente de las entradas.

Sistemas Dinamicos. Sistemas con memoria en que las salidas dependen de la
historia de las variables internas y/o de entrada. Las relaciones dinamicas son
descritas normalmente a través de ecuaciones diferenciales.
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Caldera

T. Temperatura del liquido que entra en la caldera.

T, Temperatura del liquido que sale de la caldera.

c Calor especifico del liguido.

V' Caudal de entrada del liquido.

m Masa de liquido en el volumen de control de la caldera.
(Q Flujo de calor aplicado en la caldera.

t Variable tiempo.

Ts
V apor
o ) | 2 |
% Volumen de Control
Te —3 i
----- I

Mezclador V
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Modelado

Aplicando el principio de la conservacion de la energia y suponiendo que la caldera es
adiabatica

AQincr — AQentra - AQsale
mcATs = (Q+ VcTle)At —VTsAt

y haciendo el limite At — 0

dTS
dt

— Q + VC(Te - Ts)

mc

dTS
dt

mc

d
(mca —|—Vc> Ts = Q+ Vcle
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Relacion entre procesos
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Estructura de Senales de Lazo Cerrado

'

T, Planta

e

e

Controlador

Observador
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Representacion de los Sistemas Lineales

Sea el proceso mecanico representado en la figura.

X

K

— M AW~
//, s
124

]

cuyo modelo tedrico viene dado por Mz + zv + Kx = F

d2 d —1
= M — — 4+ K F Entrada-Salida
v < az Ya T )

y = [ 1 0 ] [ v +[0]F Representacion de Estado
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Elementos de Sistemas Eléctricos

Los elementos basicos relacionan las variables de potencia tensién e y corriente
. (d ,
1, %) siendo:

dt

¢ Resistencia R con relacién constitutiva e = Rz.
: . ., o 1 , de ,
@ Capacitancia C con relacién constitutiva e = — /zdt oC— =1.
C dt
° : L, _ di
Inductancia L con relacion constitutiva e = L@'
¢ Transformador 7T con relacién constitutiva es = nei, i1 = nig, donde n es la

relacion de transformacion (nUmero de espiras).

e, © se llaman variables de potencia ya que su producto resulta en la potencia
instantanea que se aplica al elemento. p = ei
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Ejemplo - Formulacion

R L Ro
T __ 71 T Cp 12 Cs is \ R
E / T~ /, —T l’, L
R, R, I

Calculando la tension a lo largo de cada malla tendremos:

. 1
Rl’Ll 4+ — /('Ll — ’LQ)dT = E
1 _ _ dig
C—/(’LQ—Zl)dT—I—L——|——/(’LQ—’Lg)dT = 0
1
1
—_— /('Lg — ’LQ)dT -+ RQ’Lg -+ U1 = 0
Ca
vo — Rpig = 0
V2 = nvi
’i4 = ’ig/n
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Ejemplo - Entrada-Salida

Que también puede ponerse en la forma: (substituyendo las relaciones del transformador)

, 1
Ryi1 + — /(7,1 —id2)dTr = FE
d
/(22—zl)dT+L£—|——/(7,2—7,3)d7' = 0
C’l dt
/(7,3 — lg)dT + Rg’bg + —’1,3 = 0
CQ
o también
Ri + — / : 0
L4 — .
C C ;
17 Ld+<11+1>/ 1/ ) g
Ch a "\, " Co T
0 - / Ro 4+ L 4 1 / " ’
CQ 2 n2 CQ
0 sea
21 E 21 E
M) | i | =] 0o | =] ia |=M"@® ]| o
13 0 13 0
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Ejemplo - Versidon de Estado

Para efectuar la version de estado se hace inicialmente
q1 = [d1dr, g2 = [i2dT, g3 = [ i3dT, obteniéndose asi

Rigi+ g (1 —q2) = E

L (ge—q)+Lijo+ 2 (q2—¢q3) = 0
Ch Co

&5 (a3 — q2) + Rads + Bhgs = 0

Ahora haremos x1 = q1, x2 = q2, x3 = ¢2, x4 = q3 obteniéndose.

1 1

. __1 _1 1
L1 R1C1 R1Ch 0 0 1 Ry
T2 B 0 0 1 0 o 4 0 "
0 N 1 N S TR 1 - 0
3 LCHq L\Cq Co éCQ 3
. 1 _ 1 L 1
L L4 A N 0 Ro(Co 0 Ro ( n?2 + 02> Jd L L4 . L 0 A

Si nos interesa observar la tension en la carga tendremos:

R
yz[OOO—L-‘[mlewgsc4]T
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Elementos de Sistemas Mecanicos - (Traslaci

Los elementos basicos relacionan las variables de potencia fuerza f y velocidad

(dw) .
v, [ — | siendo:
dt

Rozamiento B con relacion constitutiva f = Buw.

Resorte K con relacion constitutiva f = K [ vdt.

: ., i dv
Inercia M con relacion constitutiva f = ME'

., i b b
Palanca T con relacion constitutiva fo = — f1, v1 = —wvg, donde a, b son los
a a

respectivos brazos de palanca.

f, v se llaman variables de potencia ya que su producto resulta en la potencia
instantanea que se aplica al elemento. p = fv
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Elementos de Sistemas Mecanicos - (Rotacio ;?;

Los elementos basicos relacionan las variables de potencia torque 7 y velocidad angular
do\ .

w, | — | siendo:
dt

® Rozamiento B con relacion constitutiva 7 = Bw.

¢ Resorte K con relacion constitutiva 7 = K [ wdt.

. ., L dw
® Inercia J con relacidén constitutiva = = JE'

., ., ) ] ni %) . ., . L.
® Reduccion T con relacion constitutiva — = —=. Utilizando la relacion cinemaética
71 72

riwi] = rews Yy la relacion de conservacion de la potencia myw; = w2 donde
n1, n2 Son los respectivos numeros de dientes de los respectivos engranes y
r1, T2 SUS respectivos rayos, se llega a las relaciones de transformacion:

n9 n1i

To = —T1 YW = —wi
ni n9

7, w se llaman variables de potencia ya que su producto resulta en la potencia
instantanea que se aplica al elemento. p = Tw
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Motor de Corriente Continua

El motor CC ideal es considerado también como generador. Si se aplica potencia en el
puerto eléctrico, se recoge la misma potencia en el puerto mecanico (motor). Si por otro
lado se aplica potencia en el puerto mecanico se recoge la misma potencia en el puerto
eléctrico (generador).

Las relaciones constitutivas del motor CC ideal son:

do
e = Kpwm (K eslaconstante del motor, w = ﬁ)

Tm — KmZa
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Modelado de Sistemas Mecanicos - (Newton)

'

1 o
X g
k
F
— m —AAN— mo
//, i
v (coef. friccion)
mit1 = F —k(zx1—x2)—viy
moZa = k(x1 —x2) —vio
y = 2
1 = v
01 = F/my—(k/mi)(x1 —x2) — (v/m1)v1
T2 = V9
v2 = (k/m2)(x1 —x2) — (v/m2)v2
y = X2

Teoria del Control- n. 37/107



Modelado de Sistemas Mecanicos - (Newton)

Representacion de estado:

T1
V1

T2

V2

0
—k/mq
0
| k/ma

[0010]

1 0 0
—v/m1  k/mq 0
0 0 1
0 —k/mg  —v/ma
o
| rlelF
2
| V2
r = Az + Bu
y = Cx+ Du

I1
U1

2

V2

'

1/mq
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Modelado Electro-Mecanico

Un motor CC con constante K,, friccion interna B,, y momento de inercia del rotor J,,
es controlado por armadura con resistencia R, e inductancia L. El motor actia a
través de una reduccion de relacion ni : no sobre un eje elastico de constante elastica
K que por su vez acciona una carga con momento de inercia Jy, y con rozamiento
viscoso de coeficiente B. El angulo de rotacion del rotor se indica por 6,,, y el de la
carga por 0,. Sobre la carga J;, actia un par externo 7;,. Nos interesa describir la
evolucion de 0y, en funciéonde E'y 7,

L

a R,
; W

e

9D
SIS

02, w2

——
~
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Modelado Electro-Mecanico

la

E = Ryiq + Lg Ty + ep Circuito eléctrico
e = Knw
b e Motor CC
Tm = Kmiq
Jmwm, = Tm — Bmwm — 71
Jrwr, = 711 — Brwp +m Mecéanica del motor y de la carga
o = K(02 —0r)

substituyendo las relaciones de la reduccion 72 = (na/n1)71, 02 = (n1/n2)0m
obtendremos el sistema de ecuaciones diferenciales abajo, donde w =6

dig
Rata + LaL + Kmwm, = F
dt 5
. ni ) ni
n9 n n2
Jror + Brwrp + K6, = 15+ — K6

Teoria del Control- n. 40/107



Modelado Electro-Mecanico

Arreglando un poco

d2
dt2

dt

d
(s + g+ (

o0 también

- d
Rg + La—
at+ a

ni

n2
d2
dt?

dt

d
Jo— +Br— + K

dt?

d
(Ra ‘|‘ La_> ia ‘|‘ Km
dt
2
) K ) O

d
(JL— + Br— +K) 0 — L K0,

— 0.,
dt

dt

TL

la ] I E
em = O
0L | TL
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Modelado Electro-Mecanico

Otra representacion se obtiene eliminando por substitucion las ecuaciones estaticas
(circuito eléctrico y motor) e incorporando las relaciones 8., = wm, 61, = wr,
reduciendo el sistema a la estructura

r = Ax+ Bu+ Bijw
y = (Cx+ Du
di
R Za —|_L % +Kme — E
gm =  Wm
. ni 2 : ni
Imwm + Bmwm + | — Ko, = Kmiqs + —K07,
n9 n2
éL = Wi,
Jrwr +Brwp + K0, = TL"‘EKem

Teoria del Control- p. 42/107



Modelado Electro-Mecanico

Haciendo = = [igq, 0m wm 01 wr]?, u=E, w = 71 llamando n = ni /n. tendremos:

K, -1
- 0 —I 0 0 I 0
0 0 1 0 0 0 0
to= | gmo ooty =gm o omgs o 0 Jad | 0 fud | 0w
0 0 0 0 1 0 0
K K B 1
|0 nys O =5 —T7 L 0 T
y = [00001}33

gue se conoce como Representacion de Estado
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Linealizacion

Un operador diferencial DJ] se dice lineal siempre y cuando obedezca las relaciones:

¢ SiD[x] = u entonces D[A\x] = \u paratodo A € R

® SiDl[z] = uwy D[y] = v entonces D]ax + By] = au + Bv para (a, ) € R x R

Ejemplos:
t24 +sin(3t)y + 5y = e 2
j+3sin(y)y+y = 4

Z+3x = sin(t)

sin(3t) Z—E + 5[ lineal
— + sin[]ccll—g + 1] no lineal
I lineal
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Linealizacion

En este curso trataremos apenas de sistemas dinamicos lineales a coeficientes
constantes de estructura
dn dn—ly

dy
Cry— = = f(t i €ER
e F el o ta— ooy = f(1) (¢ €R)

Los sistemas no lineales que nos rodean por doquier, seran previamente linealizados en
un entorno de su punto operativo: seran substituidos por una aproximacion lineal valida
para un entorno del punto operativo

Punto operativo (z*,u*) es el punto en que se asume que el sistema funcionara en
régimen de produccion estable (punto regulado).

La determinacion de los puntos operativos se efectia sobre el conjunto de puntos de
equilibrio (estables y/o inestables) que vienen dados por la imposicion de velocidades
nulas.

t=0= f(",u*) = u" =u"(z")
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Linealizacion g?;

Si f(x,w) es una funcion regular en un entorno del punto (xq, uo) Sse puede calcular su
expansion en series de Taylor en el entorno del punto de regularidad.

(:r:—:co)—i—g

_— 5 (u—uo)+(’)2(x—xo,u—uo)

To,uQ

f(ZC,U) — f(CUO,’UJO) + —
Llamando 6 f = f(x,u) — f(zo,up), dx = x — x9, du = u — up tendremos:

o = (52| Yoo+ (5

ox
Asi d f es la representacion incremental de f(x, ) en un entorno adecuado de (zq, ug)
(adecuado siempre y cuando O?(z — o, u — ug) sea lo suficientemente pequefio)

To,uQ

) du 4+ O%(dx, du)
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Linealizacion

Sea el sistema no lineal en la forma

zr = f(x,u)
y = h(x7u)

Sus puntos de equilibrio (puntos operativos) son dados por

0 = flz"u")
y* = h(z*,u"*)

Efectuando la expansion en series de Taylor en un entorno del punto {z*, u*}

of of

ox = ox + du + O?(z,u)
ox x* u* ou x* u*
h h
oy = Oh dox + Oh Su + O?(z,u)
85[7 T* u* 87,1; T* u*
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Linealizacion

con

5:10::18—:16*, 5u:u—u*, 5y:y—y

despreciando infinitésimos de orden superior se llega a la version linealizada del

sistema, para un entorno del punto {z*, u*}

[ Of1 9f1
ox1q Ooxo
ng gfz

x x
A _ 1 2
9fn Ofn

L Oz Oxo

_ oh oh
¢ [ oxq Oxo

Of1

Oz,

Of2

Oz,

9fn
oxn

oh

oxn

Adx + Bou
Cdox + Ddu
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Linealizacion

Sea el regulador de Watt:

y = Yo—2Lscos¢
H mw? L1 sin ¢
|4 mg
R By = 2B Ly sin ¢¢
mL2¢ = HLjcos¢p— VILising— RLasing

haciendo ¢ = z1, u = w, ¢ = x2

r1 = X9
2
. g . B (Lo . 2 2 .
o = ——sinxy —2— | — | sin“zix2 +u“sinxicosxy
L1 m \ L1
y = Yg—2Lacoszy
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Linealizacion

0 1
of 9 2
-~ g 4B LQ . 2 2B L2 )
ox ——cosxy — — | =— | coszysinzy + cos(2x1)u® —— =] sin“x;
L1 m \ L1 m \ L1
of 0
ou 2u cos x1 sin xq
Oy Oy
- == ] 9 -_— = 0
EY [ 2Losinxy O ] 9y

y para el punto operativo

_ g
¥ = cos™! , T4 =0
! <L1u2> ’

tendremos las matrices A, B, C', D correspondientes.
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Linealizacion
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Formulaciones: Estadox Entrada-Salida g?;

Cualquier ecuacion diferencial lineal ordinaria puede ponerse en una representacion de
estado equivalente.

haciendo y = =1, ©1 = z2, #2 = x3 podremos montar el sistema equivalente

r1 = X2
T2 = X3
) Co c1 Co b
r3 = ——X3— —X2— —x1+ —Uu
C3 C3 C3 C3
y = 1

Cualquier sistema de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias de primer orden
puede ponerse en la forma

r = Az + Bu
y = CCzx+ Du
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Formulaciones: Estadox Entrada-Salida g?;

Para el sistema anterior en representacion de estado tendremos:

0 1 0 0
G a2 b
| C3 C3 c3 L c3
Yy = [1 0 0]x+[0]u

y para la representacion entrada-salida

d -1 d3 d2 d -1
Y C’( = ) + U <=y <03dt3+62dt2—|—cldt—|—co) U
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Formulacion de Estado. Solucion

La solucion de la ecuacion diferencial lineal ©(t) = Ax(t) + Bu(t) puede proponerse
como la suma de dos parcelas: z(t) = z,(t) + x,(t) donde x (t) es la solucion de la
ecuacion homogénea (z (t) = Azp(t)) Y zp(t) €s una solucion particular. La solucion
de la homogénea se obtiene facilmente: z;,(t) = e*C. La solucion particular se puede
obtener como sigue: Sea z,(t) = eA*C(t). Substituyendo en la ecuacion diferencial se
obtiene

e C(t) + Axp(t) = Axp(t) + Bu(t) = C(t) = e~ M Bu(t)

siendo
t
O(t) = / e~ AT Bu(r)dr
0

t t
entonces x,(t) = eAt/ e AT Bu(r)dr = / eA(*=7) By (7)dr. La solucién completa
0 0
gueda:

t
x(t) = eMag —I—/ eA=7) Bu(r)dr
0
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Ejemplo

A= 7B: ,’LL:]_(t)
-1 0 1
2 3
1 0 0 1 1 0 1 1 0 1
eAt — + t4+ — 2 + — 3+
0 1 —1 0 20 -1 0 3 -1 0
£2 | ¢4 +6 t3 t° :
At _ 1_?4_%_%4_... tzgtm—é—--- _ cost sint
—t+%—f2—0—|—~-- 1—%4—;—4—775704—"- —sint cost
cos(t — 7 sin(t — 7 0
/BA(t_T)B’LL(T)dT:/ ( ) ( ) 1(7)dr
—sin(t —7) cos(t — 1) 1
cost sint xk 1 —cost
z(t) = O] +
—sint cost acg sint
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Plano de Fase

Las ecuaciones del movimiento resultan

x1(t) = xgosint+ (x10 —1)cost+1
x2(t) = xgocost — (xr10— 1)sint

Las drbitas del plano de fase se obtienen eliminando el parametro ¢. Este caso es sencillo pues

B (x10 — 1)x2(t) — z2021(t) + T20

CE%O + :U%O — 2:1310 + 1
(r10 — 1)x1(t) + 22072(t) + T10

CE%O + CE%O — 2£U10 + 1

sin t =

cost =

de la identidad

sin? ¢ + cos’t =1

se obtiene
(z1(t) — 1)® + 23(t) = (z10 — 1) + 23

que son circunferencias conceéntricas en el punto (1, 0), con rayo \/(:1;10 —1)2 4 23,
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Plano de Fase

Para los sistemas © = A;x + Bu, {i =1,2,3} conu = 1(t)

0 1 0 1 0 1 0
Al — ? A2 — ) A2 — ) B —
-1 -1 -1 0 0 O 1

la formulacién de estado proporciona los planos de fase de la figura

10 \ 101/ AN 19
sk 5 /—\\ o5

0.5}
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Observabilidad y Controlabilidad

T = f(ZE,U)
y = h(xau)

S —

Controlabilidad Se dice que el sistema S es controlable cuando a
través del comando u(t) y en un tiempo finito, se puede llevar su
estado de un punto z(0) a cualquier otro punto del dominio de
estados x(t)

Observabilidad Se dice que el sistema S es observable cuando a través
de las historias {y(7), u(7)}, 7 € [0,t] y en un tiempo finito, se
puede calcular el estado z(t) actual.
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Observabilidad y Controlabilidad

V:u—q

g = Ky
V. = Sy

: K
V4 —=VV =u
V'S

La linealizacion para el punto operativo

*

u* —q* = 0.

8V = A8V + Béu, oy = C8V

donde 6V =V —V* du=u—u*

1 K
A= ——

2 /SV*’

B=1, C=1/8
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Observabilidad y Controlabilidad

1 K;
. —— 0
oVy 2 /S V* oVy 1 0 duq
estado a : — 1
)[5%] 0 B [5V2]+[01”5w]
2 \/S2VS
1 K, 0
estado b) 5‘./1 = 2 VoV 1 K Vi + ! ou
5V2 0 - 2 5V2 1
2 \/S2Vy
u
U1 u92
Y2

Y1

q2

a+c) Controlable y Observable b+c) Observable y no Controlable (D1 = D»)
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Observabilidad y Controlabilidad

observacion c) o1 = 1/5 0
dy2 0 1/S2

%

observacion d) a1 dy1+a20y2 = [ €1 c2 ] [ SV-
2

q q
a+d) Contr. y no Observable (D, = D5) b+d) no Observ. y no Controlable (D1 = D»)
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Observabilidad y Controlabilidad

Cuando un sistema representado a través de una version de estado queda con la matriz A en la
forma diagonal (transformacién de Jordan para matrices con todos sus autovalores distintos) se
puede concluir sobre su observabilidad y controlabilidad.

/ a1 0 0 \ b1
0 ao . b2
x = T + U
0
\ 0 . 0 an ) bn
Yy = ( Cq C2 Cn ) x
® El estado asociado a a; es controlable si y solo si linea la b; es no nula.
® El estado asociado a a; es observable si y solo si la columna c¢; es no nula.
® Elsistema A, B, C, es completamente controlable si y solo si todos los b; son no nulos.
®

El sistema A, B, C, es completamente observable si y solo si todos los ¢; son no nulos.

Para sistemas que no estén en la forma de Jordan, se utilizan las matrices de Controlabilidad y
Observabilidad.
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Observabilidad y Controlabilidad

Un sistema lineal en version de estado con n estados

r = Az -+ Bu
y = C(Cxz+ Du

® Es controlable si y solo si la matriz de controlabilidad
We=( a"'B a"2B ... B )

es de rango maximo (n)

® Es observable siy solo si la matriz de observabilidad

es de rango maximo (n)
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TEMA 3. Mod. de Sist. Dinamicos Lineales

® Transformada de Laplace.

® Uso de las tablas de transformadas
® Funcion de transferencia.

* Diagrama de bloques.

® Retardos puros.

® Bucle tipico de regulacion

® Propiedades de los sistemas lineales
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Pierre-Simon Laplace 1749-1827

De origen humilde nacié en 1749.
Legendre y Lagrange fueron sus
contemporaneos. Entre sus obras
principales se pueden citar: Traité de
mecanique celeste, Théorie analytique
des probabilités A él se debe la famosa
Transformada de Laplace que fue la
llave principal al establecimiento del
Calculo Operacional de Heavside
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Transformada de Laplace

La transformada de Laplace se define como

Ly®) = [ eyma = Y
0 1 o+j00
y(t) = LY (s)] = %/ | e'Y (s)ds, o > 0
Propiedad importante:
dy(t)
ﬁ[W] = sY(s) — y(0)

y de modo recursivo

d™y(t)
dtn

| =s"Y(s) = > sy (0)

=1

L]

los y(%) son las condiciones iniciales en el proceso de integracion.

En nuestro curso, consideraremos y(?) = 0 (condiciones iniciales nulas) salvo
indicacién en contrario.
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Propiedades Basicas

Linealidad Llaryi(t) + asys(t)] = a1Y1(s) + aaYs(s)
Traslaciéon Temporal Lly(t —T)] = e 1Y (s)

Traslacion en Frecuencia EZe—O‘ty(t)] =Y(a+s)

Convolucién L[F(s) = [0 f(t —T)g(T)dT
Derivada [,_Ey(t)] = Y( ) —y(0)

Integral EZf(f y(7)dr] = Yis)

Valor Final ;1_13% sY (s) = y(o0)

Valor Inicial Jim sY (s) = y(0+)
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Resultado principal

La transformada de Laplace aplicada a una Ecuacion Diferencial
Ordinaria a Coeficientes Constantes (EDOCC) (cc.ii nulas)
d™y d" 1y d™u dm 1y

andt—n T an—1 dtn—1 T T Ay = bmdt—m + bm—l dgm—1

+ - 4+ bou
nos lleva a la EDOCC transformada
(8" 4+ an_18"" 4 4 ag)Y(s) = (bys™ +bp_15™ L+ +by)U(s)

O Sea

donde
by S™ + by 15™ L4+ by

anS" + ap_15"" 14+ -+ ag

G(s) =
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Uso de las Tablas de Transformadas

F(s) f(t)

1 5(t)

€ ()

Sia e~ t1(t)

GTa)GEa 5= ﬁtl(t) =

@i S = a—

TG (a5 + Beam; ) 1)

T (:18) (aB +_at<a ﬂ)ﬁe_at_z e _ﬁt) 1(?)
crawEe | (B a)(c; o+ e=nG=E T Eeae) 10
s | (m9ta "+ ahtm® "+ gty ") 10
i Lsin(801(t)

ﬁ cos(Bt)1(t)

S — Le=at sin(Bt)1(t)
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Transformada Inversa - (Residuos)

'

Y(s) = k%, grado(N (s)) < grado(D(s))

D(s) =s" ‘|‘0Ln—15n_1 +--+ao=(s+pn)(s+pPn-1) - (s+p1)

N(s)
(s +pn)(s+pn-1)---(s+p1)

Y(s) =k

Raices distintas p1 # p2 # - -+ # pn

N(S) C1 Cn—1 Cn

() (s+pn)(s+pPn-1)--(s+p1) s+p1 S+ Pn_1 S+ pn

para determinar c;

. (s + p)N(5) _ stp)a (s + pi)en
(s4pn) (s +p) - (s+p1)  s+p 5+ P

ci = lim (s+pi)Y(s)

—)—p,L'
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Ejemplo

Y() 5 5
S) = —
s2 4+3s+2 (s+1)(s+2)
C1 Co
Y —
(s) 3—|—1+3—|—2
= i 1)Y = 11 > = 5
a7 AmbEIYE = I T
cz = | Hm (s+2)¥V(s) = lm —— = -5
5 —5
Y —
(s) 3—|—1+3—|—2

y(t) = L7Y (s)] = (5¢™" = Be” "")1(¢)
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Aplicacion de las tablas

Determinar la respuesta a escaldn unitario de la funcién de transferencia

K
)= PG o2 1 A
resolviendo
K 1 _ Ao n Aq n sC+ D
(s+pls+a)2+8%]s s s+p (s+a)*+p?

se obtienen las constantes

_ K
Ao = p(a?+432)
_ . K
A = AT
C = . K(p—2«a)
(a?+82)[(p—)?+82]
D = K(2pa—3a?+82)

~ (@2+82)[(p—a)2+82]
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Respuesta Impulsiva

La respuesta impulsiva de un sistema dinamico lineal es muy importante ya que a través de ella se
puede calcular su respuesta a cualquier estimulo. Sea Y (s) = G(s)U(s) Si
u(t) = 6(t) = U(s) = 1 por tanto

t

LY (s)] = LIG(s)] = g(t), u(t) # (1) = y(t) = /O g(t — 7)u(r)dr

Ejemplo:

k
G(s) = — = g(t) = ke”** (respuesta impulsional)

Si ahora se quiere saber la respuesta de G(s) a un escaldn se procede como sigue:

t t t
y(t) = / g(t — T)u(r)dr = / ke_a(t_T)l(T)dT = ke / e’ dr
0 0

0

y(H) = S (1 — )
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Calculo simbodlico

MATLAB MATHEMATICA
>> syms a W t s; f1 = Exp[-a t] Sin[w t];
>> fl = exp(-a *t) *sin(w =t); F1 = LaplaceTransform[f1,t,s]
>> F1 = laplace(fl)
w

F1 = w/((s+a)2+w2) a? + 2as + s2 + w?
>> f10 = ilaplace(F1) InverseLaplaceTransform[F1,s,t]
f10 = —at e

0 e *'Sin[tw]

Wi(-4 *wW2)(1/2) =
(exp((-a+1/2  *(-4 *w'2)(1/2)) =1
exp((-a-12  *(-4 *w2)(1/2) 1)

>>
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Expansion en Fracciones

>> s=tf(’s");
>> sys = 10 *s*(s+4)/((s+2) * (S"2+s+5))

Transfer function:
10 2 + 40 s

S3+3s2+7s+ 10

>> [num,den]=tfdata(sys,Vv’);
>> [r,p,k] = residue(num,den)

r= 7.8571 - 1.4748i
7.8571 + 1.4748i
-5.7143

p = -0.5000 + 2.1794i
-0.5000 - 2.1794i

-2.0000
k=1
10s® + 40s _ 7.8571 — 1.4748; 7.8571 + 1.4748i —5.7143
s3+3s2+7s+10 s+ 0.5000—2.1794i s+ 0.5000 + 2.1794; s+ 2
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Funcion de Transferencia

Aplicando la Transformada de Laplace a los diversos procesos
modelados en el ejemplo de la caldera, tendremos:

S 1
Gu(s) — g((s)) — CL1841-CL2
Gpls) = Q(s) T mes+ Ve

Go(s) — T,(s) _ 1
%}(3) RCs +1

G.(s) = T((‘Z)) — Ve

y se puede efectuar una representacion de la relacion de senales
conocida como diagrama de blogues.
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Representacion por Diagrama de Blogues

'
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Caracterizacionde la FT

bys™ + bypp18™ -+ by N(s)
a,S" + a,_18" 1 + - + qg N D(s)

* Ceros del sistema: raices de N(s) = 0.

G(s) =

* Polos del sistema: raices de D(s) = 0.
* Grado relativo: n — m.

* FT propia: m < n.

* FT estrictamente propia: m < n.

* FT impropia: m > n
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Representacion de la FT - Controlabilidad

o B s3(s7t+0.5572 4357 X(s)  Y(s)
() = $3(1+s~14+4572+25"3)X(s) U(s)

Y(s) = (571405572 +3573)X(s)

U(s) = (1+s14+4572+2573)X(s)

'

1
>
T =
To =
T3
y =
Y(s)

>i

71 Y(s)
oo ZH o]
>i

L2

L3

u — (2x1 + 4o + x3)
3r1 + 0.5x2 + x3

U(s) > $2+0.55+3

s3+s2+45+2

Q.
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Representacion de la FT - Serie

G(s) = 6(s+ 3)
- 348524175+ 10
G(s) 6(s+3)
s _
(s+1)(s+2)(s+5)
Y(s) 6(s + 3)X(s)
Ul(s) (s+1)(s+2)(s+5)X(s)
Ul(s) T3 o - Y (s)
— - > - > - SR S——
s+1 s+2 s+5
1 = —ox1 + T2
T2 = —2x2+ x3
r3 = —I3+u

Yy = 6x1 + 18x1 = 6(—55131 + 2132) + 18x1 = —12x1 + 622
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Representacion de la FT - Jordan

6 3
G(S) — 3 (28 + )
5 L1 s° +8s¢ +17s + 10
—» — 6(s+3)
s+1 G(S) =
U(s) 7 Y(s) (83+ 1)(s +22)(S + 51)
L2
2 G — _ _
I > ) L] (s) s+1 s+2 s+5
T3 -
1
—> o5 ri = —x1—3u
Tro = —2x9 4+ 2u
= r3 = —5x3+u
6s+18
I $3+852+17s+10 > Yy = I1 — T2 — X3

También conocida como representacion paralela
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Modelado de Sistemas Lineales

®  Espacio de Estados

z(t) = Axz(t)+ Bu(t) ecuacion de estado
y(t) = Cz(t)+ Du(t) ecuacion de las salidas
xz(0) = o condicion inicial

®  Funcién de Transferencia (Entrada-Salida)
Y(s) = G(s)U(s)
aplicando la transformada de Laplace a la representacion de estado

sX(s)—xg = AX(s)+ BU(s)
Y(s) = CX(s)+ DU(s)

de donde se obtiene (con x¢ = 0):
Y(s) = ClsI — Al 'zo + {0[51 —A7'B+ D} U(s) .. G(s)=C[sI — A" 'B+ D
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Principio de Causalidad

Causa —> Efecto

Los sistemas fisicos obedecen la ley de causalidad: primero la causa y sigue el efecto. Para que un
sistema lineal descrito en la forma de estado obedezca esta ley es necesario y suficiente que la
matriz D sea nula.

Ax + Bu

y = Cx

T

Ya para que un sistema lineal descrito en la version entrada-salida (funcién de transferencia) sea
causal, es necesario y suficiente que su funcion de transferencia sea estrictamente propia (m < n).
Ejemplo:

s+ 1

Gp(s) = m
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FT x Formulacion de Estado

Sea el sistema lineal

1 = a11x1 + ai2x2 +biu
To = a21x1 + agzex2 + bau
Yy = C1T1 + Cc2x2

Su funcién de transferencia queda:

G(s):C(sI—A)_le[q C2}<[; 2]_[21 ZZ ])_ [Z;]

1 s — a1l —ai2 - 1 5 — a22 a2
s[I—A) = =
e = | | - | |

—as1 S — a2 s —a11)(s — a22) —aizaz; as1 s — a1l

c1(b1(s — a22) + ai12b2) + c2(ba(s — a11) + a21b1)

(s —a11)(s — az2) — aiza21

G(s) =
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FT x Formulacion de Estado

La funcion de transferencia de un sistema lineal en la representacion de estado con
condiciones iniciales nulas, se obtiene transformando Laplace.

sX(s) = AX(s)+ BU(s)
Y(s) = CX(s)+ DU(s)
de donde se obtiene
Y (s)

=G(s)=C(Is— A" 'B+D

U(s)

efectuando las cuentas en el ejemplo de dos masas muelle rozamiento obtendremos:

k
slmimas3 +v(my +ma)s? + (k(m1 + ma) + v?)s + 2vk]

G(s) =
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Formulacion de Estado - Invariancia

Existen infinitas versiones equivalentes de estado para un mismo sistema. Si x representa el estado
de S; haciendo x = Tz donde T es una matriz invertible, el sistema S- representado por z es el
mismo &1 sometido a un cambio de coordinadas.

[ = A B Tz = AT B
S = w ®+ Du :>(w:TZ):>SQZ c 2+ bu
g _ : = T 'ATz2+ T 'Bu
: T y = CTz+ Du

La funcion de transferencia asociada al sistema S»
Ga(s) CT(sI —T *AT)"'T"'B+ D

CT(sT'T —T *AT)"'T 'B+ D

CTT '(sI — A)TT 'B+ D

= C(sI-A)B+ D

Gl (S) = GQ(S)
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Cambios importantes de coordinadas

Si escogemos como transformacion x = W,z y efectuamos

1 2 0 1 2 1 0 0
3 0o -1 1 7 0 1 0
= W,z
5 ) 1 3 — ~18 0 0 1
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Cambios importantes de coordinadas

Si escogemos como transformacion = W~ ! z y efectuamos

o

cw;!

la tabla estara en la forma canodnica de observabilidad. Ejemplo:

1 2
30
5 -2
1 2

0 1
0 0
—18 7
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Formulacion de Estado - Composicion

La composicidn serie de dos sistemas S; y S-

g, _ 1 = Aiz1+ Biu g _ o = Asxo + Bausg
1= 2 =
yi = Ciz1+ Dius y2 = Caz2 + Dousg
efectuando las substituciones u = w1, y = yo tendremos:
(| 4 A 0 ) B
. = + u
xTo B>C1 A2 T2 B2D
S1_2 = -
i x
y = DoCy1  Co } "' | + D2D1u
\ ) L2
U = Ui Yy = Y2

U2 = Y1
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Formulacion de Estado - Composicion

La composicién paralela de dos sistemas S1 y S»

S, — 1 = Aiz1+ Biu S, — o = Asxo + Bausg
yv1i = Cizi+ Dius y2 = Caxa+ Dousg

efectuando las substituciones u = w1 = us2, y = y1 + y=2 tendremos:

( j31 _ [ Al 0 1 + B1 U
.Cbg 0 A2 o BQ
S1_2 = -
X
y = | Ci1 (s } a:; + (D1 + D2)u
\
Ul = Uu
Y1
—P S1
u Y =Y1+ Y2
Y2
3 So
U = U
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FT x Formulacion de Estado

Para la ecuacion diferencial con cc.ii. nulas

d"y N d" 1y n n . d™u b dm™ 1y
R an_ o« o CL pr— m— m —
din Lggn—1 0y dim Ldgm—1

+ -+ bou
aplicando Laplace se obtiene
(s" 4+ an_18" " 4 4+ a0)Y(s) = (b8 + bm_15"" 4+ +bo)U(s)

haciendo ahora Y (s) = U(s)/(s™ + apn_15""* 4+ --- + ag) se obtiene:
j=m L j=m L
Y(s)= > b’V (s) =D b;X;41(s), (Xjy1(s) =5"Y(s)), (Xj41(s) =5X,(s))
j=0 =0

pero también U(s) = Y2320 a;s7Y(s) = 3720 a; X;j41(s)

Teoria del Control- p. 91/107



FT x Formulacion de Estado

Con estos resultados se puede representar

sX1(s) = Xa(s)
sXa2(s) = Xs(s)
sXn(s) = —an—1Xnp(s)—---—aoX1(s)+U(s)
Y(S) = mem_|_1(S) + .- 4 boXl (S)
o anti-transformando
:1'31 = o
:1'32 = rs3
Tn = —Qp—1Tp — *+* — AOT1 + U
Yy = bmxm—kl + -+ box1
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FT x Formulacion de Estado

Es inmediato pasar de la funcién de transferencia con n > m.

brns™ 4+ bpm_18™ "1+ +bg

s+ anp—18"" 1+ -+ ag

Y(s) =G(s)U(s) =

para una de las posibles representaciones de estado, la lamada forma de Frobenius o candnica de
controlabilidad

-0 1 0 o
0
0 -+ 0 u
T =
0
1 1
| —ap —a —Qp_1 -
Yy = [bo b1 b, O]:I:

Las funciones de transferencia estrictamente propias (n > m) tienen la matriz D nula
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Diagrama de Bloques - Concepto

'
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Reduccion de Diagrama de Blogques

'

+ G1 G2 :TG:; G4l
Gg |« Gg

A 4
G7 %?:

B G1G2G3Gy
 1-G1G2G5 — G3Gs — G1G2G3 — G1G2GeGr

G(s)
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Reduccion de Diagrama de Blogues - Regla

-1

Para agregados de estructura sencilla con todas mallas adyacentes, se puede utilizar
una simplificacion de la regla de S. J. Mason:

El numerador se compone por la suma algebraica de los caminos independientes en la
direccion entrada-salida.

El denominador se compone por la unidad restada algebraicamente de los diversos
lazos de realimentacion independientes.

Para sistemas complejos debe utilizarse la regla completa.
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Lazo tipico

(s) Consigna Y(s) Salida
G.(s) Controlador | G,(s) Planta
G,(s) Observador | d,(s) Perturbacion

Perturbacion | ds(s) Perturbacion

Actuacion

Teoria del Control- p. 97/107



Relaciones de Lazo

Gch Gp 1 _GpGCGO
GC _GchGO _GcGO _GcGo
1+ GoGeGy

~

1
S
| I
I
S S O
[V

Q

La estabilidad depende de las raices de

1+ GoGeGp = 0

0 equivalentemente
DoD.Dp + NoN:Np =0
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Diagrama de Bloques - Caldera
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Diagrama de Bloques - Descomposicion

GoGuGyp
1+ GoGeGuGyp

T=T +T =
BRI 1+ GoGeGuGyp

T, +

e
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Respuesta Temporal - Caldera

La funcion de transferencia queda:

B kc.(RCs+1)
Tls) = (RCs+1)(a1s 4+ az)(mes + Ve) + ke Tr(s)
n Ve(RCs+ 1)(a1s + a2) T.(s)
(RCs+ 1)(a1s + az)(mes + Ve) + ke ©

dando valores RC =10, a1 =1, a3 =2, Ve =1, mec =1, k. = 2y también suponiendo que
Tr(t) =10 X 1(¢t), Te(t) = (1 4+ sin 0.2¢)1(¢) tendremos:

2(10s + 1) 10

(10s+1)(s+2)(s+1)+2 s
(10s + 1)(s + 2) (1 0.2 )

(10s +1)(s+2)(s+ 1)+ 2 \ s T yo022

T(s) =

_|_
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Respuesta Temporal - Caldera

Respuesta temporal 77 () Respuesta Temporal 7% ()

1.25

1

0.75

0.5

0.25
10 Ww 40 wéo

10 20 30 40 50 60 -0.25

©

o

S

N

Respuesta Temporal Completa T'(t) = T1(t) + T»(t)

10

8,

6

10 20 30 40 50 60
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Observabilidad y Controlabilidad (de nuevo)

El sistema caracterizado por las matrices

T1
T2
T3

T4

0 0 1
0 0 1
, B = c=[1 0 1 0| D=0
-3 0 0
0 —4 | 0 |
—x1 +u controlable
—2x2 +u  controlable
—3x3 no controlable
—4x4 no controlable
1 + x3 x1, x3 observables, x5, x4 Nno observables

(s +1)Xa(s)
(s +2)Xa(s)
(s +3)X3(s)
(s +4)Xa(s)

Y (s)

U(s)
U(s)
0
0

X1(s) + X3(s)
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Observabilidad y Controlabilidad (de nuevo)

La funcion de transferencia de un sistema lineal es formada por el subconjunto de los estados
Y(s) 1
U(s) s+1

controlables y observables. G(s) =
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Pérdida de Observabilidad por Cancelacion

La funcion de transferencia y su respectiva version de estado

. 0 1 0
O e R S (0 —b)“(l)u

Ps(s +b) P (a 1):13

construyendo la matriz de observabilidad llegamos a:

a 1
W, =
p(O a—b)

cuyo rango es 1 para a = b (cancelacion), lo que implica en pérdida de observabilidad.

Si se cancela uno o mas polos de una planta se pierde la observabilidad sobre el total de sus estados
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Retardos en Sistemas de Control

'

L
|
hr
u '
So Q.
N
h1 s
Ry

\8
L
T ~

(Qe/SO)

Teoria del Control— p. 106/107



Retardos en Sistemas de Control

A\

A
\4

Llut—T)] = /OOO w(€)e T3 de = e~ 5T Llu) = e 5T U ()

Los retardos estan entre las principales dificultades a superar en
el proyecto de sistemas de control. Este tipo de retardo surge
cuando la actuacion y la medida estan separadas.
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