TEORIA DE SISTEMAS — PROBLEMAS I

PROBLEMA 1

qs

F1GURA 1. Depésito actuado a través de Motor de CC

En la figura se observa un depdsito de agua cuyo caudal de entrada ¢. es mo-
dulado por una vélvula de control, actuada por un motor de CC. El motor de CC
es comandado a través de la tensiéon de armadura E. La valvula de control posee
la caracteristica g. = v(f) donde 6 es el dngulo de giro comandado por el motor
de CC. El dep6sito tiene seccién transversal con superficie S = S(h) donde h es el
nivel del agua. El caudal de salida del depdsito ¢, sigue una relacién de pérdida a
la atmésfera con una ley de débito del tipo ¢; = K v/h. Se pide:

a) Efectuar el modelado a través de una estructura del tipo

z = f(z,u)
y = h(l‘, u)
con z = (0, 9, h), u=FE ey = h donde u es la entrada e y la salida.

b) Linealizar el modelo de estado en un entorno del punto operativo zy =
(90,0,}10), ug = Ey.

SOLUCION

Modelado. El sistema enfocado se compone de cuatro sub-sistemas a saber:
= Sistema Eléctrico. Constituido por el circuito de alimentacién del motor

E = Ryiq + e
1
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= Conversion Electro-Mecanica. Constituido por el motor de CC

™m = K’m?;a

ep, = Km9
= Sistema Mecanico. Constituido por las masas y rozamientos rotativos.
I =Ty, — B0

= Sistema Hidraulico. Constituido por el depésito, y caudales de entrada-

salida.
e —qs = S(h)h
ge = v(0)
qds = Ks\/ﬁ

Agrupando las ecuaciones del Sistema Eléctrico y de la Conversién Electro-Mecanica
obtendremos

E— €p . Tm E— Kmé

R, " Ku R

obteniéndose
o = o (E — Kmf)
R,
substituyendo en el Sistema Mecanico obtendremos
2
T + (Bm + I;’:)é - I;"“E

Operando con el Sistema Hidrdulico obtendremos
S(h)h =v(0) — KsVh

Agrupando los dos sistemas y despejando las derivadas de orden maés elevado ob-
tendremos

.. 1 K2 . K,
_ - Bm m m E
0 7 Bt )0+ -
: K, 1
h = —%\/E—F %’U(H)

Llamando ahora xy = 0, x5 = &1 = 9, r3 = h, u = F tendremos el sistema
equivalente

.fl = X2

1 K? K
. _ o Bm m m
T2 Jm( + R, )z2 + RaJmu
. K, 1
T = g VR T 5y )

Determinacidn del punto de equilibrio (punto operativo). Se resuelve para xg, ug la
ecuacion

0 = f(wo,uo)
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resultando en

0 = T2
1 K? K
0 = ——(B -_m _m
7, (B & R )wz + pereu
K 1
0 = - —_—
St V"t 5l Y
de donde se obtiene
2y =

u =

0
0
) = v (Kgy/29)

Linealizacion en el punto operativo. Para x en un entorno de xg,ug se puede ex-
pandir f(z,u) en series de Taylor.

. Of | 50y 01
Fla,u) & flao,uo) + G| dw+ 52| du

donde dx = x —xp, ou =u—wug y ‘ indica que las derivadas parciales son cal-
0

culadas en el punto xg, ug. Pero f(x,u) = & = E(I — ) = Eéx. Finalmente la
linealizacién nos proporciona

d

E(éxl) = (5332

d 1 K2 K

= = ——_— (B —mys _m 5

4t 022) 7, B g 0w g ou

d _ Ofs JE

T = Gl et g oo

Suponiendo ahora que la ley de apertura de la véalvula y la seccién transversal del
depésito estén dadas por

U(G) = Qe(]- - e—aé)’ S(h) = I(Oh2
tendremos
fo(@) = — s g+ s Q{1 — o)
3 Koxg 3 Ko.ﬁ% ©

y también para el punto operativo

y obtendremos

%‘ _ Qe — Kiy/a§)a
8:51 0 a KQ(Ig)Q
s _ _Ks oy-sp
8I3 ‘O 72K (1'3)
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El sistema linealizado puede ponerse en la forma

d 0 1 0 0
E(éx) = 0 ax O dx+ | b2 | du
az1 0  ass 0

6y=(0 0 1)(53:

con
1 K?
az = _Z(Bm + RZL)
a — (Qe - Ks Zg)a
o Ko(x9)?
_ Ks o —5/2
48 = o (z3)
b2 _ K?”VL
RoJnm

Debe notarse que el modelo linealizado es un modelo incremental, hecho con difer-
encias en relacion al punto operativo que ahora es el punto origen del sistema
linealizado. El modelo linealizado sirve apenas en un entorno del punto operativo.
El tamartio del entorno queda supeditado a la regularidad (suavidad) del modelo no
lineal en un entorno del punto operativo.
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PROBLEMA 2

Para el sistema linealizado, determinar:

= La Controlabilidad
» La Observabilidad
» La version de entrada-salida

Controlabilidad. La controlabilidad se calcula a través del rango de la matriz de
controlabilidad W,

Wc:(B AB - A”‘lB)
donde n x n es la dimensién de A. Efectuando los cédlculos, tendremos:
0 1 a2
Wc = b2 1 a9 G%Q
0 0 asi
siendo el determinante A(W,) = —bsas; # 0 lo que confirma la controlabilidad de

la planta en todo espacio de estados.

Observabilidad. La observabilidad se calcula a través del rango de la matriz de
observabilidad W,

C
CA
W, =
can
donde n x n es la dimensién de A. Efectuando los cédlculos, tendremos:
0 0 1
W, = asy 0 ass

2
31033 azr 0433

cuyo determinante A(W,) = a3, #0

Versiéon de Entrada-Salida. Para que exista la funcién de transferencia sobre

el sistema en rango completo es necesario y suficiente que la versién de estado

sea controlable y observable simultaneamente en rango maximo. Para un sistema

lineal dado en versién de estado, la representacién de entrada-salida (Funcién de
Transferencia) se obtiene efectuando:

Gp(s)=C(sI — A)'B+D

tendremos pues:

1 0 0 0 1 0 S -1 0
sI—A=s| 0 1 0 | — 0 ax O = 0 S — az 0
0 0 1 asl 0 ass —asi 0 S — ass
de modo similar
) 1 (S — agg)(s — a33) 0 asy (S — agg) T
(sI-A)~" = (s — ass3) s(s — ass3) asy
s(s — az2)(s — ags) 0 0 s(s — ag9)
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donde ()T indica transposicién.

1 (S — agg)(s — a33) (S — a33) 0
C(sI-A)™'B = Z( 00 1) 0 s(s — as3) 0
as1(s — az2) asy s(s — az)
baaz:

s(s — age)(s — ass)
La misma respuesta puede obtenerse transformando Laplace las ecuaciones y efec-
tuando substituciones. Asi,
sX3(s) = as1X1(s) + ass Xs(s) = sX3(s) = az1 Xa2(s)/s + azsXs(s)
pero
ba
S — a2

$Xo(8) = agaXa(s) + bo2U(s) = Xa(s) = U(s)
y finalmente

B baas1 <
Xs(s) = s(s — a22)(s — ass) Uls)
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PROBLEMA 3

v
—
ﬁA?lrl
Y1
Kl B1

To ot

FicUrA 2. Croquis de un cuarto de suspension vehicular

La figura representa un cuarto de suspension vehicular. La rueda estd simplificada
a su contacto con el terreno con perfil descrito a través de f(z). El vehiculo se
mueve a velocidad v constante. Se pide describir las coordinadas el centro de masa
del conductor en funcién del perfil del terreno. Las ecuaciones béasicas se forman
sobre la variacion de la cantidad de movimiento lineal en las masas mobiles.

Mgy = —Mig—Fg, —Fp,
Msijp = —Msg+ Fk, + Fp, — Fx, — F,
donde
Fg, = Ki(y1—v2)
Fg, = Bi(} —92)
FK2 = KQ(yQ - yc)
Fp, = B2 —9c)
expandiendo se tiene
Mg + Bign + Kiyn = —Mig+ Biye + Ky
Majja + (B1 + B2)y2 + (K1 + Ko)y2 = —Mag + Biy1 + Kiyi + Baye + Kaye
haremos y. = vf'(xg + vt) = u y también y. = w, 1 = v1, Y2 = va.
0 1 0 0
KT B K B 8 8
X My A M M X+| 0 |u+| 0 |w+
Ki B K +K: Bi+B B2 K
My M, M, My My 2
Y [1 OOO]XJrO.u conX:[yl V1 Yo vg]
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PROBLEMA 4

Se trata de comparar la eficacia de los métodos de discretizacién relativamente
a la solucién exacta, en la resolucién de ecuaciones diferenciales lineales. Tomemos
como ejemplo el sistema mecdnico compuesto por una masa M vinculada a un
muelle de constante elastica K y a un amortiguador del tipo viscoso proporcional
a la velocidad, de constante B. La masa es sometida a una fuerza F. La ecuacién
que rige el movimiento es

Mi+ K&+ Bx=F
La resolucién de esta ecuacion diferencial pasa por la aplicacién del operador inte-

gral. Este operador comporta diversas aproximaciones. En la figura se observan las
tres principales a saber:

1 L
p— Y
S “‘
1
50
1
ot
oA
ol
“

- A k=

FicUurA 3. Métodos de integracién

= Euler:
Para tras

(d_x) ~ x(tr) — x(tk—1)
dt ), th — th1
para delante
de T a(tier) — a(ty)
(E) k - tia1 — g
Suponiendo que ty41 —tp = A Vk, aplicando la transformada de Laplace

a la izquierda y la transformada Z a la derecha, tendremos:

I z—1
sX(s), ~ TX(Z), sX(s)) ~ A

de donde se obtienen las aproximaciones para el operador diferencial.

X(2)

_ 1— 271
s R —— 8

A

+Nz—1
TOA
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= Tustin (Simpson) o regla trapezoidal:
De acuerdo con esta regla la integraciéon se efectia segun

X~ 5 (X =X0)

S 2

donde se concluye

Lol(l 1YL o2 (21
s 2 \st s— A\z+1

Veamos a raiz de estas aproximaciones como se obtienen las ecuaciones de diferen-
cias caracteristicas de la discretizacién del modelo continuo.

= Euler para tras.
Efectuando la transformada de Laplace con condiciones iniciales nulas sobre
la ecuacion del proceso tendremos:

1

(Ms* + Bs + K)X(s) = F(s) = X(s) = 55T poi i

F(s)

-1

tendremos:

Efectuando la substitucién s —

X(z)” = M-z 12 +AB —2_1)+A2KF(Z)

z
z—1

Suponiendo que F(t) sea un escalén unitario, tendremos F(z) = y

finalmente obtendremos

X(2) = A2z z
) T BAYKAZ+ M)z — (BA+2M)z+ M \z— 1

= Euler para delante.

-
Analogamente substituyendo ahora s — obtendremos

X(z)t = a* =
- Mz224+ (BA—2M)z+ KA2—BA+ M \z—1

= Tustin (Simpson).

2 -1
Efectuando la substituciéon s ~ — (Z
z4+1

A

X(2 = A%(1+ 2)2/4 P
) T (KA?+2BA + M)22 + 2(KA2 — M)z + KA2 — 2BA + M \z — 1

) tendremos:

Para comparar la virtud de dichas aproximaciones calcularemos las respuestas
a escalén para un conjunto determinado de valores, M =1,B=1,K =1,A =0.2,
obteniendo: siendo que podremos efectuar

A, A, As

X T =
(2) zfa+j6+zfafjﬂ+zfl

+ Ay

de donde se sacan por residuos los A;. La representacion de A4 es necesaria ya
que el grado del numerador es igual al del denominador en la fracciéon polinomial.
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Llamando C = BA + KA? + M obtendremos:

A? - 212

_ s . _ _ AQ(OL*jﬂ)Q

A= i e rdIXC = Eaiyy
4s = lim(z—DX() L
. B K,
Ay = ZIEEOX(Z) _ 2

Conforme podemos observar, A; y As son complejos conjugados o sea A1 = Aj.
Consultando una tabla de antitransformadas Z se obtiene:

Ay
i=a+ i & YiloAula—jp)to(t —k+1)
;?jfﬁ & Yl As(a+ i)t —k+1)
A o0
e XAt —k+1)
Ay & A4(5(O)

Observaciones:
a) Si es sistema es estable entonces | £ j5| < 1.

b) La suma Ai(a — jB)F1 + Aj(a + jB)*~! tiene resultado real ya que los dos
elementos son conjugados.

&) vl — B + Ao+ ) = 2141 (VAT ) eos((k — w + )
donde cos((k — 1)w +ty) = (eI ((F=Dwtvn) 4 e=i((k=Dwtv1)) /9 () — arctan(f/a) y
by = LA,

z

1
d) La antitransformada de = 271 (
z—1 z—

1) nos leva a la funcion escalon

retrasada por A.

= Euler para tras.
Calculando las raices del denominador de la funcién de transferencia ten-
dremos:

2 =0.940.1732;

= Euler para delante.
Calculando las raices del denominador de la funcién de transferencia ten-
dremos:

z = 0.8871 £ 0.139687

La solucién puede obtenerse de modo andlogo al caso anterior

= Tustin (Simpson).
Calculando las raices del denominador de la funcién de transferencia ten-
dremos:

z = 0.89189 £ 0.15641;

siendo que la solucién requiere procedimiento andlogo al anterior.
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Comparando las tres soluciones con la solucién de la respuesta continua podemos
verificar la bondad de la aproximacién en cada caso.

2 4 6 8 10 12 14

F1cura 4. Respuestas comparadas

Negro: Respuesta del sistema continuo.

Ocre: Respuesta con discretizacién tipo Euler para tras.
Rojo: Respuesta con discretizacion tipo Euler para delante.
Azul: Respuesta con discretizacién tipo Tustin (Simpson).

Se puede verificar que la aproximacién de Tustin (Simpson) es la mejor de las tres.

COMENTARIOS

La calidad de las tres soluciones encontradas tienen su justificacién en la prox-
imidad que guardan los polos de las aproximaciones, con los polos de la solucion
continua. Los polos de la solucién continua se obtienen resolviendo

Ms?>+Bs+ K =0=s=0.5=+0.8660

Efectuando la transformacién del plano z al plano s con z = ¢*® obtendremos:

Aproximacién z s =log(z)/A
Continua —0.5+0.8667
E para tras 0.94+0.17325 —0.5378 £ 0.7809;

E para delante 0.8871 + 0.139685 | —0.4359 4+ 0.950675
Tustin (Simpson) | 0.89189 4 0.156415 | —0.4967 & 0.86607




