
TEORÍA DE SISTEMAS – PROBLEMAS I

Problema 1
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Figura 1. Depósito actuado a través de Motor de CC

En la figura se observa un depósito de agua cuyo caudal de entrada qe es mo-
dulado por una válvula de control, actuada por un motor de CC. El motor de CC
es comandado a través de la tensión de armadura E. La válvula de control posee
la caracteŕıstica qe = v(θ) donde θ es el ángulo de giro comandado por el motor
de CC. El depósito tiene sección transversal con superficie S = S(h) donde h es el
nivel del agua. El caudal de salida del depósito qs sigue una relación de pérdida a
la atmósfera con una ley de débito del tipo qs = Ks

√
h. Se pide:

a) Efectuar el modelado a través de una estructura del tipo

ẋ = f(x, u)

y = h(x, u)

con x = (θ, θ̇, h), u = E e y = h donde u es la entrada e y la salida.
b) Linealizar el modelo de estado en un entorno del punto operativo x0 =

(θ0, 0, h0), u0 = E0.

Solución

Modelado. El sistema enfocado se compone de cuatro sub-sistemas a saber:

Sistema Eléctrico. Constituido por el circuito de alimentación del motor

E = Raia + eb
1
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Conversión Electro-Mecánica. Constituido por el motor de CC

τm = Kmia

eb = Kmθ̇

Sistema Mecánico. Constituido por las masas y rozamientos rotativos.

Jmθ̈ = τm −Bmθ̇

Sistema Hidráulico. Constituido por el depósito, y caudales de entrada-
salida.

qe − qs = S(h)ḣ

qe = v(θ)

qs = Ks

√
h

Agrupando las ecuaciones del Sistema Eléctrico y de la Conversión Electro-Mecánica
obtendremos

E − eb
Ra

= ia =
τm
Km

=
E −Kmθ̇

Ra

obteniéndose

τm =
Km

Ra
(E −Kmθ̇)

substituyendo en el Sistema Mecánico obtendremos

Jmθ̈ + (Bm +
K2
m

Ra
)θ̇ =

Km

Ra
E

Operando con el Sistema Hidráulico obtendremos

S(h)ḣ = v(θ) −Ks

√
h

Agrupando los dos sistemas y despejando las derivadas de orden más elevado ob-
tendremos

θ̈ = − 1

Jm
(Bm +

K2
m

Ra
)θ̇ +

Km

RaJm
E

ḣ = − Ks

S(h)

√
h+

1

S(h)
v(θ)

Llamando ahora x1 = θ, x2 = ẋ1 = θ̇, x3 = h, u = E tendremos el sistema
equivalente

ẋ1 = x2

ẋ2 = − 1

Jm
(Bm +

K2
m

Ra
)x2 +

Km

RaJm
u

ẋ3 = − Ks

S(x3)

√
x3 +

1

S(x3)
v(x1)

Determinación del punto de equilibrio (punto operativo). Se resuelve para x0, u0 la
ecuación

0 = f(x0, u0)
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resultando en

0 = x2

0 = − 1

Jm
(Bm +

K2
m

Ra
)x2 +

Km

RaJm
u

0 = − Ks

S(x3)

√
x3 +

1

S(x3)
v(x1)

de donde se obtiene

x0
2 = 0

u0 = 0

x0
1 = v−1(Ks

√

x0
3)

Linealización en el punto operativo. Para x en un entorno de x0, u0 se puede ex-
pandir f(x, u) en series de Taylor.

f(x, u) ≈ f(x0, u0) +
∂f

∂x

∣

∣

∣

0
δx+

∂f

∂u

∣

∣

∣

0
δu

donde δx = x − x0, δu = u − u0 y
∣

∣

∣

0
indica que las derivadas parciales son cal-

culadas en el punto x0, u0. Pero f(x, u) = ẋ =
d

dt
(x − x0) =

d

dt
δx. Finalmente la

linealización nos proporciona

d

dt
(δx1) = δx2

d

dt
(δx2) = − 1

Jm
(Bm +

K2
m

Ra
)δx2 +

Km

RaJm
δu

d

dt
(δx3) =

∂f3
∂x1

∣

∣

∣

0
δx1 +

∂f3
∂x3

∣

∣

∣

0
δx3

Suponiendo ahora que la ley de apertura de la válvula y la sección transversal del
depósito estén dadas por

v(θ) = Qe(1 − e−αθ), S(h) = K0h
2

tendremos

f3(x) = − Ks

K0x2
3

√
x3 +

1

K0x2
3

Qe(1 − e−αx1)

y también para el punto operativo

x0
1 = − 1

α
log

(

Ks

√

x0
3 −Qe
Qe

)

y obtendremos

∂f3
∂x1

∣

∣

∣

0
=

(Qe −Ks

√

x0
3)α

K0(x0
3)

2

∂f3
∂x3

∣

∣

∣

0
= − Ks

2K0
(x0

3)
−5/2
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El sistema linealizado puede ponerse en la forma

d

dt
(δx) =





0 1 0
0 a22 0
a31 0 a33



 δx+





0
b2
0



 δu

δy =
(

0 0 1
)

δx

con

a22 = − 1

Jm
(Bm +

K2
m

Ra
)

a31 =
(Qe −Ks

√

x0
3)α

K0(x0
3)

2

a33 = − Ks

2K0
(x0

3)
−5/2

b2 =
Km

RaJm
Debe notarse que el modelo linealizado es un modelo incremental, hecho con difer-
encias en relación al punto operativo que ahora es el punto origen del sistema
linealizado. El modelo linealizado sirve apenas en un entorno del punto operativo.
El tamaño del entorno queda supeditado a la regularidad (suavidad) del modelo no
lineal en un entorno del punto operativo.
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Problema 2

Para el sistema linealizado, determinar:

La Controlabilidad
La Observabilidad
La versión de entrada-salida

Controlabilidad. La controlabilidad se calcula a través del rango de la matriz de
controlabilidad Wc

Wc =
(

B AB · · · An−1B
)

donde n× n es la dimensión de A. Efectuando los cálculos, tendremos:

Wc = b2





0 1 a22

1 a22 a2
22

0 0 a31





siendo el determinante ∆(Wc) = −b2a31 6= 0 lo que confirma la controlabilidad de
la planta en todo espacio de estados.

Observabilidad. La observabilidad se calcula a través del rango de la matriz de
observabilidad Wo

Wo =











C
CA
...

CAn−1











donde n× n es la dimensión de A. Efectuando los cálculos, tendremos:

Wo =





0 0 1
a31 0 a33

a31a33 a31 a2
33





cuyo determinante ∆(Wo) = a2
31 6= 0

Versión de Entrada-Salida. Para que exista la función de transferencia sobre
el sistema en rango completo es necesario y suficiente que la versión de estado
sea controlable y observable simultáneamente en rango máximo. Para un sistema
lineal dado en versión de estado, la representación de entrada-salida (Función de
Transferencia) se obtiene efectuando:

Gp(s) = C(sI −A)−1B +D

tendremos pues:

sI −A = s





1 0 0
0 1 0
0 0 1



−





0 1 0
0 a22 0
a31 0 a33



 =





s −1 0
0 s− a22 0

−a31 0 s− a33





de modo similar

(sI−A)−1 =
1

s(s− a22)(s− a33)





(s− a22)(s− a33) 0 a31(s− a22)
(s− a33) s(s− a33) a31

0 0 s(s− a22)





T
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donde (·)T indica transposición.

C(sI −A)−1B =
1

∆

(

0 0 1
)





(s− a22)(s− a33) (s− a33) 0
0 s(s− a33) 0

a31(s− a22) a31 s(s− a22)









0
b2
0





=
b2a31

s(s− a22)(s− a33)

La misma respuesta puede obtenerse transformando Laplace las ecuaciones y efec-
tuando substituciones. Aśı,

sX3(s) = a31X1(s) + a33X3(s) ⇒ sX3(s) = a31X2(s)/s+ a33X3(s)

pero

sX2(s) = a22X2(s) + b2U(s) ⇒ X2(s) =
b2

s− a22
U(s)

y finalmente

X3(s) =
b2a31

s(s− a22)(s− a33)
U(s)
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Problema 3

v

K1 B1

K2 B2

M1

M2

y1

y2

yc

x0 vt

f(x)

Figura 2. Croquis de un cuarto de suspensión vehicular

La figura representa un cuarto de suspensión vehicular. La rueda está simplificada
a su contacto con el terreno con perfil descrito a través de f(x). El veh́ıculo se
mueve a velocidad v constante. Se pide describir las coordinadas el centro de masa
del conductor en función del perfil del terreno. Las ecuaciones básicas se forman
sobre la variación de la cantidad de movimiento lineal en las masas mobiles.

M1ÿ1 = −M1g − FK1
− FB1

M2ÿ2 = −M2g + FK1
+ FB1

− FK2
− FB2

donde
FK1

= K1(y1 − y2)
FB1

= B1(ẏ1 − ẏ2)
FK2

= K2(y2 − yc)
FB2

= B2(ẏ2 − ẏc)

expandiendo se tiene

M1ÿ1 +B1ẏ1 +K1y1 = −M1g +B1ẏ2 +K1y2
M2ÿ2 + (B1 +B2)ẏ2 + (K1 +K2)y2 = −M2g +B1ẏ1 +K1y1 +B2ẏc +K2yc

haremos ẏc = vf ′(x0 + vt) = u y también yc = ω, ẏ1 = v1, ẏ2 = v2.

Ẋ =















0 1 0 0

−K1

M1
− B1

M1

K1

M1

B1

M1
0 0 0 1
K1

M2

B1

M2
−K1 +K2

M2
−B1 +B2

M2















X +











0
0
0
B2

M2











u+











0
0
0
K2

M2











ω +









0
−1
0
−1









g

Y =
[

1 0 0 0
]

X + 0.u con X =
[

y1 v1 y2 v2
]
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Problema 4

Se trata de comparar la eficacia de los métodos de discretización relativamente
a la solución exacta, en la resolución de ecuaciones diferenciales lineales. Tomemos
como ejemplo el sistema mecánico compuesto por una masa M vinculada a un
muelle de constante elástica K y a un amortiguador del tipo viscoso proporcional
a la velocidad, de constante B. La masa es sometida a una fuerza F . La ecuación
que rige el movimiento es

Mẍ+Kẋ+Bx = F

La resolución de esta ecuación diferencial pasa por la aplicación del operador inte-
gral. Este operador comporta diversas aproximaciones. En la figura se observan las
tres principales a saber:

1

s+

1

s−

1

so

∆

Figura 3. Métodos de integración

Euler:
Para tras

(

dx

dt

)

−

k

≈ x(tk) − x(tk−1)

tk − tk−1

para delante
(

dx

dt

)+

k

≈ x(tk+1) − x(tk)

tk+1 − tk

Suponiendo que tk+1 − tk = ∆ ∀ k, aplicando la transformada de Laplace
a la izquierda y la transformada Z a la derecha, tendremos:

sX(s)−k ≈ 1 − z−1

∆
X(z), sX(s)+k ≈ z − 1

∆
X(z)

de donde se obtienen las aproximaciones para el operador diferencial.

s− ≈ 1 − z−1

∆
, s+ ≈ z − 1

∆
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Tustin (Simpson) o regla trapezoidal:
De acuerdo con esta regla la integración se efectúa según

1

s
X(s) ≈ 1

2

(

1

s+
X(s) +

1

s−
X(s)

)

donde se concluye

1

so
≈ 1

2

(

1

s+
+

1

s−

)

⇒ so ≈ 2

∆

(

z − 1

z + 1

)

Veamos a ráız de estas aproximaciones como se obtienen las ecuaciones de diferen-
cias caracteŕısticas de la discretización del modelo continuo.

Euler para tras.
Efectuando la transformada de Laplace con condiciones iniciales nulas sobre
la ecuación del proceso tendremos:

(Ms2 +Bs+K)X(s) = F (s) ⇒ X(s) =
1

Ms2 +Bs+K
F (s)

Efectuando la substitución s→ 1 − z−1

∆
tendremos:

X(z)− =
∆2

M(1 − z−1)2 + ∆B(1 − z−1) + ∆2K
F (z)

Suponiendo que F (t) sea un escalón unitario, tendremos F (z) =
z

z − 1
y

finalmente obtendremos

X(z)− =
∆2z2

(B∆ +K∆2 +M)z2 − (B∆ + 2M)z +M

(

z

z − 1

)

Euler para delante.

Análogamente substituyendo ahora s→ z − 1

∆
obtendremos

X(z)+ =
∆2

Mz2 + (B∆ − 2M)z +K∆2 −B∆ +M

(

z

z − 1

)

Tustin (Simpson).

Efectuando la substitución s ≈ 2

∆

(

z − 1

z + 1

)

tendremos:

X(z)o =
∆2(1 + z)2/4

(K∆2 + 2B∆ +M)z2 + 2(K∆2 −M)z +K∆2 − 2B∆ +M

(

z

z − 1

)

Para comparar la virtud de dichas aproximaciones calcularemos las respuestas
a escalón para un conjunto determinado de valores, M = 1, B = 1,K = 1,∆ = 0.2,
obteniendo: siendo que podremos efectuar

X(z)− =
A1

z − α+ jβ
+

A2

z − α− jβ
+

A3

z − 1
+A4

de donde se sacan por residuos los Ai. La representación de A4 es necesaria ya
que el grado del numerador es igual al del denominador en la fracción polinomial.
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Llamando C = B∆ +K∆2 +M obtendremos:

A1 = ĺım
z→α+jβ

(z − α− jβ)X(z)− =
∆2(α+ jβ)2

C(α+ jβ − 1)

A2 = ĺım
z→α−jβ

(z − α+ jβ)X(z)− =
∆2(α− jβ)2

C(α− jβ − 1)

A3 = ĺım
z→1

(z − 1)X(z)− =
1

K

A4 = ĺım
z→∞

X(z)− =
∆2

C

Conforme podemos observar, A1 y A2 son complejos conjugados o sea A1 = A∗

2.
Consultando una tabla de antitransformadas Z se obtiene:

A1

z − α+ jβ
⇔

∑

∞

k=0 A1(α− jβ)k−1δ(t− k + 1)

A2

z − α− jβ
⇔

∑

∞

k=0 A2(α+ jβ)k−1δ(t− k + 1)

A3

z − 1
⇔

∑

∞

k=0 A3δ(t− k + 1)

A4 ⇔ A4δ(0)

Observaciones:
a) Si es sistema es estable entonces |α± jβ| < 1.

b) La suma A1(α − jβ)k−1 + A∗

1(α + jβ)k−1 tiene resultado real ya que los dos
elementos son conjugados.

c) A1(α − jβ)k−1 + A∗

1(α + jβ)k−1 = 2 |A1|
(

√

α2 + β2
)k−1

cos((k − 1)ω + ψ1)

donde cos((k − 1)ω+ ψ1) = (ej((k−1)ω+ψ1) + e−j((k−1)ω+ψ1))/2, ω = arctan(β/α) y
ψ1 = ∠A1.

d) La antitransformada de
1

z − 1
= z−1

(

z

z − 1

)

nos leva a la función escalón

retrasada por ∆.

Euler para tras.
Calculando las ráıces del denominador de la función de transferencia ten-
dremos:

z = 0.9 ± 0.1732j

Euler para delante.
Calculando las ráıces del denominador de la función de transferencia ten-
dremos:

z = 0.8871± 0.13968j

La solución puede obtenerse de modo análogo al caso anterior
Tustin (Simpson).
Calculando las ráıces del denominador de la función de transferencia ten-
dremos:

z = 0.89189± 0.15641j

siendo que la solución requiere procedimiento análogo al anterior.



TEORÍA DE SISTEMAS – PROBLEMAS I 11

Comparando las tres soluciones con la solución de la respuesta continua podemos
verificar la bondad de la aproximación en cada caso.

2 4 6 8 10 12 14

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

Figura 4. Respuestas comparadas

Negro: Respuesta del sistema continuo.
Ocre: Respuesta con discretización tipo Euler para tras.
Rojo: Respuesta con discretización tipo Euler para delante.
Azul: Respuesta con discretización tipo Tustin (Simpson).

Se puede verificar que la aproximación de Tustin (Simpson) es la mejor de las tres.

Comentarios

La calidad de las tres soluciones encontradas tienen su justificación en la prox-
imidad que guardan los polos de las aproximaciones, con los polos de la solución
continua. Los polos de la solución continua se obtienen resolviendo

Ms2 +Bs+K = 0 ⇒ s = 0.5 ± 0.8660j

Efectuando la transformación del plano z al plano s con z = es∆ obtendremos:

Aproximación z s = log(z)/∆
Continua −0.5 ± 0.866j
E para tras 0.9 ± 0.1732j −0.5378± 0.7809j
E para delante 0.8871± 0.13968j −0.4359± 0.9506j
Tustin (Simpson) 0.89189± 0.15641j −0.4967± 0.8660j


